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Chapitre 1L'espae-temps de la relativitérestreinteLa relativité générale est une théorie de la gravitation qui se substitue à elle deNewton. On a tendane atuellement à parler de gravitation relativiste plut�t quede relativité générale. Cependant, omme elle-i onstitue la suite de la relativitérestreinte, il semble logique de onserver l'appellation traditionnelle, l'ensemble desrelativités restreintes et générale formant la théorie de la relativité.La relativité restreinte onsidère que les phénomènes physiques sont dérits dansun adre in�ni à quatre dimensions formé par l'union inséparable de l'espae géométriqueet du temps, appelé l'espae-temps. La matière n'apparaît pas pour in�uer sur lastruture même de e adre et les e�ets gravitationnels sont ainsi supposés néglige-ables.Par ontre, la relativité générale va introduire la matière et l'énergie dans l'espae-temps relativiste pour le modi�er onsidérablement. Selon la formule lapidaire deThibault Damour dans son ouvrage onsaré à Albert Einstein, la théorie de la rel-ativité générale peut être résumée en une phrase :L'espae-Temps est une struture élastique qui est déformée par laprésene, en son sein, de Masse-Energie.Nous verrons que l'étude de ette déformation onduit e�etivement aux équa-tions fondamentales d'Einstein. Pour y aboutir, il faut ependant parourir un longhemin. Il faut également bien onnaître la théorie de la relativité restreinte dontnous rappelons les résultats essentiels au ours de e hapitre.1.1 Fondements de la Relativité RestreinteLa relativité restreinte fut réée au début du 20e sièle en se basant sur unphénomène partiulier : les ondes életromagnétiques. En herhant l'invariane deséquations de Maxwell, Lorentz et Poinaré aboutirent aux formules relativistes depassage des oordonnées d'espae et de temps entre deux référentiels en translation5



uniforme l'un par rapport à l'autre. Ces formules fondamentales de la relativité re-streinte onstituent la transformation de Lorentz-Poinaré.De son oté, Einstein postula l'invariane de la vitesse de la lumière d'une sourepar rapport à tout référentiel en translation uniforme e qui lui permit d'aboutirégalement à ette transformation fondamentale. Ce postulat sur la lumière est en-ore largement utilisé pour l'enseignement de la relativité restreinte alors qu'il poseun problème essentiel qui est omplètement oulté.La relativité restreinte impose en e�et une loi universelle à tous les phénomènesphysiques. Pourquoi la lumière jouerait-elle un r�le majeur dans les phénomènes quin'ont auun rapport ave elle ? Pourquoi les rapports fondamentaux entre l'espae etle temps dépendraient-ils a priori d'un phénomène életromagnétique partiulier ?1.1.1 Postulats de Poinaré-EinsteinCe fondement életromagnétique de la relativité restreinte fut ritiqué dès 1910et divers travaux de reherhe réalisés au ours du 20e sièle montrèrent la possibilitéde postulats basés uniquement sur des propriétés de l'espae et du temps. Jean-MarLévy-Leblond retrouva es résultats et milita pour rénover l'enseignement des basesde la relativité restreinte. Ces nouveaux "postulats" sont les suivants :1. Prinipe de relativité : les lois des phénomènes physiques doivent être lesmêmes, soit pour un observateur �xe, soit pour un observateur entraîné dansun mouvement de translation uniforme.2. L'espae est homogène : l'espae a les mêmes propriétés en haque point.Autrement dit, l'espae est invariant par translation ; les origines de l'espaesont arbitraires pour l'expression des lois physiques.3. L'espae est isotrope : toutes les diretions dans l'espae sont physiquementéquivalentes. Autrement dit, après rotation dans l'espae d'un référentiel, elui-i reste équivalent au référentiel d'origine.4. Le temps est homogène : le temps est identique en tout point d'un mêmeréférentiel. Toutes les horloges d'un référentiel donné doivent être stritementréglées à une même heure.5. Prinipe de ausalité : tout phénomène physique peut être relié à une ause.Ce postulat est elui de l'existene même des lois de la nature.Nous appelons postulats de Poinaré-Einstein les inq postulats i-dessus.On voit qu'ils ne font auune référene à un phénomène physique partiulier.1.1.2 Transformation de Lorentz-PoinaréPartant des postulats de Poinaré-Einstein, le problème est d'établir des rela-tions entre les oordonnées de deux systèmes de référene en translation à vitesse6



onstante l'un par rapport à l'autre. Pour ela, onsidérons les deux référentiels shé-matisés sur la �gure 1.1.

Figure 1.1.Les deux référentiels R et R' ont respetivement pour oordonnées spatiales x, y, zet x′, y′, z′ et pour oordonnée temporelle t et t′. Le référentiel R' se déplae parrapport à R à la vitesse onstante V le long d'un axe Ox ; 'est un référentield'intertie. On suppose que le point O′ de R' est passé au temps t = 0 au point O.Les relations entre les oordonnées d'espae et de temps des référentiels R et R'sont obtenus en utilisant les postulats de la relativité restreinte énonés i-dessus.Leur démonstration aboutit à la mise en évidene d'une vitesse limite lors de l'ad-dition des vitesses de plusieurs référentiels. Cette vitesse limite est appelée on-stante de struture de l'espae-temps. Elle est identi�ée à la plus grande vitessemesurée qui est elle de la vitesse de la lumière dans le vide, notée c.Finalement, le prinipe de relativité est véri�ée par les lois physiques si l'one�etue la transformation suivante, appelée transformation spéiale de Lorentz-Poinaré :
x′ = γ(V ) (x− V t) ; y′ = y ; z′ = z ; t′ = γ(V ) (t− V x/c2) (1.1)ave :

γ(V ) = (1− V 2/c2)−1/2 (1.2)Cette transformation se généralise pour des référentiels ayant des vitesses rela-tives uniformes dans une diretion quelonque. Les formules orrespondantes on-stituent la transformation de Lorentz-Poinaré.1.1.3 Formule de omposition des vitessesConsidérons un troisième référentiel R" qui est en translation uniforme par rap-port à R' à la vitesse U . La vitesse de R" par rapport au référentiel R, notée W , estdonnée par : 7



W = (V + U)(1 + V U/c2) (1.3)Cette loi de omposition des vitesses montre que si l'une des vitesses V ou U estégale à c, la vitesse résultante W est toujours égale à c. La onstante de struturede l'espae-temps apparaît omme une vitesse que l'on ne peut pas dépasser.Remarquons que la loi relativiste de omposition des vitesses s'identi�e à la loigaliléenne de la méanique lassique pour de faibles vitesses V et U par rapport à
c. Cette nouvelle loi montre que la méanique newtonienne doit être généralisée.1.2 Invariants de l'espae-temps platLa transformation de Lorentz-Poinaré montre que l'espae et le temps sontinséparables. Tout phénomène physique élémentaire, appelé évènement, a lieu dansl'espae à un instant donné et il est déterminé par trois oordonnées d'espae et unede temps.1.2.1 Espae-temps platLa position d'un pointM immobile dans l'espae, représentant le lieu d'un évène-ment, peut être déterminé par trois oordonnées x, y, z. Pour haque point M , ilexiste en son voisinage un nombre quelonque d'autres points dont la position peutêtre déterminée par des oordonnées aussi voisines que l'on veut de elles de M . Ondit que l'espae est un ontinuum à trois dimensions.Le temps, t, est également une variable ontinue. Tous les évènements physiquessont déterminés par quatre oordonnées ontinues, x, y, z, t. L'espae pontuel formépar l'ensemble des points dans lequel se situent tous les évènements d'eterminés parquatre oordonnées onstitue un ontinuum qui est appelé l'espae-temps.L'espae-temps de la relativité restreinte est plat. Nous verrons plus pré-isément ette notion par la suite par opposition aux espaes ourbes ; la ourbured'un espae plat est nulle. Dans l'espae-temps plat, les rayons lumineux suiventdes droites ; un rayon lumineux dont la soure suit une ligne droite se déplae dansun plan.1.2.2 Vitesse de propagation des interationsL'invariant fondamental de l'espae-temps est la onstante de struture del'espae-temps. Cet invariant est identi�é à la vitesse de propagation des ondeséletromagnétiques dans le vide. C'est également la vitesse de propagation des in-terations gravi�ques.Cet invariant résulte diretement du prinipe de relativité qui néessite d'unepart l'existene d'une vitesse limite des interations et une vitesse limite8



identique dans tous les référentiels d'inertie. Il permet de mettre en évideneun autre invariant de l'espae-temps, 'est-à-dire une grandeur qui reste inhangéepar une transformation de Lorentz-Poinaré, appelée intervalle entre deux évène-ments.1.2.3 Intervalle entre deux évènementsDès 1905, Henri Poinaré démontra qu'il existe une quantité inavariante sousl'ation d'une transformation de Lorentz-Poinaré. La raine arrée de et invarianta été appelée par la suite intervalle entre deux évènements.Considérons un premier évènement A1 quelonque repéré dans l'espae-temps parles oordonnées x, y, z, t dans un référentiel R. Un seond évènement A2 in�nimentprohe a pour oordonnées x+dx, y+dy, z+dz, t+dt. Formons la quantité suivante :
ds2 = c2 dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) (1.4)La quantité in�nitésimale ds est l'intervalle entre les deux évènements A1 et A2.Si l'on onsidère un seond référentiel R' en translation uniforme par rapport à R,dans lequel es mêmes évènements sont repérés, on peut érire l'expression de l'in-tervalle ds′ en fontion des oordonnées de R'. L'appliation de la transformationde Lorentz-Poinaré permet de transformer l'expression (1.4) en fontion des oor-données de R'. On démontre ainsi que ds2 = ds′2. De plus, le ds2 est invariant partranslation, rotation spatiale et retournements d'espae et de temps.L'intervalle entre deux évènements est don un invariant de l'espae-temps de larelativité restreinte.1.2.4 Durée propreConsidérons toujours nos deux référentiels shématisés sur la �gure 1.1. Unehorloge H' est �xe dans R' ; elle se déplae par rapport à R durant un temps dt,d'une distane dl telle que : dl2 = dx2 + dy2 + dz2 = V 2 dt2. Cette horloge étant�xe dans R', sa position n'aura pas varié durant e temps, d'où : dx′ = dy′ = dz′ = 0.Notons τ le temps mesuré par l'horloge H' de R'. L'intervalle ds′ dans R' or-respond au déplaement in�nitésimal dl de l'horloge dans R se réduit don à :

ds′ = c dτ . L'invariane de et intervalle nous permet alors d'érire, selon (1.4) :
ds2 = c2 dt2 − dl2 = (c2 − V 2) dt2 = ds′2 = c2 dτ 2 (1.5)Cette dernière relation donne l'expression de la durée mesurée par l'horloge H'�xe dans le référentiel R' :

dτ = dt/γ(V ) (1.6)Par dé�nition, le temps mesuré par une horloge �xe en un point d'un référentielest appelé le temps propre du référentiel ; le temps propre sera toujours noté par9



la suite par la lettre greque τ . Ce temps est elui que mesurerait une horloge quiserait attahée à une partiule se déplaçant dans l'espae-temps.La durée dτ est un intervalle de temps appelé durée propre. Cette quantité estun invariant de l'espae-temps plat de la relativité restreinte mais également, nousle verrons par la suite, de l'espae-temps ourbe de la relativité générale.La durée propre est don un invariant dans une transformation de Lorentz-Poinaré. L'invariane de la durée propre montre que la marhe de deux horlogesstritement identiques, plaées respetivement dans deux référentiels d'inertie, restetoujours physiquement le même onformément au prinipe de relativité.Pour repérer une partiule dans l'espae-temps, il faut ependant utiliser, dansun référentiel donné, un temps-oordonnée, que nous noterons en général par unelettre latine, t, par exemple. Le temps propre ne balise pas tout l'espae ; 'est unparamètre intrinsèque lié à haque horloge. C'est un "temps personnel" qui ne doitpas être onfondu ave le temps-oordonnée.La durée dt qui �gure dans la formule (1.6) est la di�érene entre deux temps-oordonnées (t+ dt) et t. Cette quantité dt est appelée durée impropre ; 'est unegrandeur mesurée entre le temps marqué par deux horloges plaées à des endroitsdi�érents ; dans le as présent, es lieux sont in�niments voisins.1.3 Struture de l'espae-temps platSuivant les valeurs respetives des quantités spatiales et temporelles, le arré del'intervalle peut être positif, nul ou négatif.1.3.1 Intervalle du genre lumièreLorsque l'intervalle in�nitésimal est nul, on a : c2 dt2 = dx2+dy2+dz2. Les deuxévènements peuvent être reliés par un rayon lumineux. L'intervalle est dit du genrelumière.Considérons alors le lieu de tous les évènements possibles qui peuvent être reliéspar un signal lumineux à un évènement déterminé O que nous allons prendre pourorigine O de l'espae-temps représenté dans un référentiel R. Pour un évènementquelonque M, situé au point x, y, z, t et tel que l'intervalle ave O soit nul, on a :
c2 t2 = x2 + y2 + z2 (1.7)Dans l'espae-temps à quatre dimensions, l'équation (1.7) est elle d'un hyper-�ne représentant le lieu des trajetoires des rayons lumineux issus de l'origine O.A�n de pouvoir visualiser une telle hypersurfae et mieux étudier ses propriétés,limitons-nous aux évènements pour lesquels z = 0. On obtient alors l'équation :10



c2 t2 = x2 + y2 (1.8)C'est l'équation d'une famille ontinue de erles, entrés sur l'axe du temps,haque erle étant de rayon ct. on obtient l'équation d'un �ne appelé �ne delumière (Fig. 1.2). Tous les évènements situés sur le �ne de lumière peuvent êtrereliés à l'évènement O par un signal de vitesse c.

Figure 1.2.Tous les évènements situés à l'intérieur du �ne peuvent être reliés à O par unsignal de vitesse inférieure à c.1.3.2 Intervalle du genre tempsLorsque l'intervalle entre deux évènements est tel que : ds2 > 0, la partie tem-porelle de l'intervalle prédomine sur la partie spatiale. L'intervalle ds est alors unnombre réel et il est appelé l'intervalle du genre temps.Remarquons que deux évènements relatifs à une même partiule matérielle sontséparés par un intervalle qui est néessairement du genre temps. En e�et, la dis-tane parourue par la partiule entre les deux évènements, situés respetivementaux temps t0 et t1, doit rester inférieure à c(t1− t0). Si l12 est la distane parourue,on a toujours c(t1 − t0) > l12, soit (s12)2 > 0.Tous les intervalles du genre temps entre l'évènement O et un évènement quel-onque sont situés à l'intérieur du �ne de lumière. Ceux situés dans la région t > 0sont postérieurs à l'évènement O ; ette région est appelée région du futur absolu(Fig. 1.2). Ceux situés dans la région t < 0 sont antérieurs à l'évènement O ; etterégion est appelée région du passé absolue.Dans ette région, l'interation se propage toujours à une vitesse inférieure à ellede la lumière. Tous les évènements situés à l'intérieur du �ne de lumière peuvent11



don avoir une relation de ause à e�et ; il en est de même pour les évènements situéssur le �ne de lumière.Deux évènements ne peuvent don être liés par une relation de ausalité quesi leur intervalle est du genre temps ou genre lumière. L'existene d'un futur etd'un passé absolus pour es évènements montre que la notion de ausalité onservetoujours un sens en relativité restreinte.1.3.3 Intervalle du genre espaeLorsque l'intervalle entre deux évènements est tel que ds2 < 0, la partie spatialede l'intervalle prédomine sur la partie temporelle. L'intervalle est alors un nombreimaginaire pur ; il est appelé intervalle du genre espae.Dans la région extérieure au �ne de lumière, tout intervalle entre l'évènement
O et un évènement quelonque est du genre espae. Si l'on hange de référentiel,es évènements auront lieu en des points di�érents de l'espae qui appartiendronttoujours à la région extérieure au �ne de lumière. Cette région est appelée régiond'éloignement absolu.Les notions de "avant", "après", "simultanément" sont relatives pour tous lesévènements de ette région. Il n'existe don pas de notion de ausalité dans la régiond'éloignement absolu. Dans un référentiel où es évènements sont simultanés, ils sontséparés d'une distane spatiale dont le arré est égal au arré de l'intervalle.1.3.4 L'espae-temps eulidien de PoinaréUn ertain arbitraire peut intervenir dans le hoix du signe du arré de l'inter-valle entre deux évènements, e qui ne hange rien à ses propriétés. Choisissons laonvention de signe opposée à elle qui �gure dans la formule (1.5) en posant :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2 dt2 (1.9)C'est la forme quadratique dé�nie par Poinaré dont il a démontré l'invariane.e�etuons à présent le hangement de variables utilisé par Poinaré : w = i ct, ave
i2 = −1. L'intervalle (1.9) s'érit alors :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 + dw2 (1.10)On remarque que le seond membre de ette dernière relation onstitue la général-isation à quatre dimensions du arré de la distane entre deux points dans l'espaede la géométrie eulidienne à trois dimensions. Muni de telles oordonnées, l'espae-temps devient eulidien.L'intervalle étant un invariant dans une transformation de Lorentz-Poinaré, elasigni�e que ette transformation onserve les distanes dans l'espae quandridimen-sionel de Poinaré. Dans l'espae ordinaire, e sont les rotations qui onservent les12



distanes par rapport à un point. Dans l'espae à quatre dimensions, la transforma-tion de Lorentz-Poinaré onstitue une rotation de l'espae-temps.1.4 Métrique de l'espae-temps platLes bases géométriques de la relativité restreinte mettent en jeu deux espaesdistints. D'une part un espae pontuel dont les points sont repérés par quatreoordonnées ; 'est l'espae-temps. Un espae vetoriel assoié à l'espae pontuel.A�n de rendre plus homogène les formules relativistes dé�nies dans l'espae-temps, on utilise le hangement de varaibles suivant :
x0 = ct ; x1 = x ; x2 = y ; x3 = z (1.11)Pour désigner l'une quelonque de es quatre oordonnées, on utilise un indienoté par une lettre greque, par exemple xµ. Par la suite, les indies gres prendronttoujours des valeurs de 0 à 3. Par ontre, lorsque ela est néessaire, on utilisera desindies latins, i, j, k, par exemple, qui prendont des valeurs de 1 à 3. Ainsi xj désignel'une quelonque des oordonnées spatiales.1.4.1 QuadriveteursLes oordonnées (x0, x1, x2, x3) d'un point de l'espae-temps peuvent être on-sidérés omme les omposantes d'un veteur R = (x0, x1, x2, x3) = (ct, r) appelérayon-veteur. Lorsqu'on passe d'un référentiel d'inertie R à un autre R', les om-posantes de e rayon veteur se transforment selon les formules (1.1) de la transfor-mation de Lorentz-Poinaré.On appelle quadriveteur A, ou enore 4-veteur A, un ensemble de qua-tre quantités (a0, a1, a2, a3) qui se transforment lors d'un hangement de référentield'inertie omme les omposantes xµ d'un rayon veteur. Le rayon-veteur R est pardé�nition un quadriveteur.La première omposante d'un quadriveteur est dite omposante temporelle etles trois suivantes omposantes spatiales.Lorsque des entités mathématiques se transforment selon les formules de la trans-formation de Lorentz-Poinaré, es grandeurs sont dites ovariantes.Par dé�nition, les quadriveteurs sont des veteurs à quatre dimen-sions qui sont ovariants.1.4.2 Produit salaireLe produit salaire de deux veteurs de la géométrie lassique est un invaraintpour les transformations géométriques de l'espae tridimensionnel. Nous avons vu13



que l'intervalle de l'espae-temps quadridimensionnel est un invariant ; il représentela pseudo-distane entre deux évènements.Si l'on appelle dR un quadriveteur in�nitésimal de l'espae-temps, on peutdé�nir un produit salaire tel que : dR · dR = ds2 = dx2
0 − dx2

1 − dx2
2 − dx2

3. Onobtient une quantité invariante qui inite à dé�nir de manière générale le produitsalaire de deux quadriveteurs A = (a0, a1, a2, a3) et B = (b0, b1, b2, b3) par :
A · B = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 (1.12)On peut véri�er aisément que le produit salaire (1.12) satisfait aux axiomes dedé�nition d'un produit salaire.La norme d'un quadriveteurA est dé�nie par la raine arrée du produit salairede A par lui-même, soit : ||A|| = (A · A)1/2. Le nombre de signes + et - qui �gurentdans l'expression de la norme d'un veteur onstitue une aratéristique de toutespae vetoriel ; elle est appelée signature de l'espae vetoriel. L'espae vetorielainsi muni d'un tel produit salaire est un espae préhilbertien, enore appelé parles physiiens espae pseudo-eulidien.1.4.3 Espae-temps de Poinaré-MinkowskiLe formalisme quadridimensionnel inauguré par Poinaré fut repris et développépar Minkowski. Ce dernier introduisit la forme (1.12) du produit salaire. Pourela, il dé�nit une base de l'espae vetoriel formé par les quadriveteurs en postu-lant l'existene d'une base "minkowskienne".Cette base est onstituée par quatre veteurs eα orthonormés tels que leurs pro-duits salaires entre eux ont pour valeurs :

eα · eβ = 0 (α 6= β) ; e0 · e0 = 1 ; ej · ej = −1 (j = 1, 2, 3) (1.13)Cette base permet d'érire l'expression d'un veteur quadridimensionnel A sousla forme : A = a0 e0 + a1 e1+ a2 e2 + a3 e3, où les quantités aµ sont les omposantesdu veteur A. Par suite du hoix des propriétés de la base, le produit salaire dedeux veteurs dé�ni par (1.12) est alors automatiquement satisfait.1.4.4 Tenseur fondamental de l'espae-temps platLes produits salaires des veteurs de base, dé�nis par les formules (1.13), for-ment un ensemble de seize quantités qui sont les omposantes d'un tenseur d'ordredeux. Nous verrons par la suite la dé�nition et les propriétés des tenseurs.Ce tenseur, noté lassiquement g, est le tenseur fondamental de l'espae-temps plat de la relativité restreinte ; on dit enore le tenseur métrique.On érit généralement un tenseur sous sa forme matriielle, les éléments de lamatrie étant les omposantes lassées dans l'ordre des indies roissants. Notons14



ηαβ = eα · eβ les omposantes du tenseur. Les formules (1.13) onduisent à lamatrie suivante :
[ηαβ ] =









η00 η01 η02 η03
η10 η11 η12 η13
η20 η21 η22 η23
η30 η31 η32 η33









=









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1









(1.14)
Le tenseur g onstitue l'élément strutural le plus important dans la physiquede l'espae-temps. Il dé�nit e que l'on appelle la métrique de l'espae-temps plat,d'où son appellation de tenseur métrique.1.5 ÉnergieLa physique lassique reonnaît deux prinipes fondamentaux de onservation :eux de onservation de l'énergie et de onservation de la masse. Ces deux prinipesapparaissent omplètement indépendants. La théorie de la relativité restreinte per-met de les fondre en un seul : le prinipe de onservation de la masse, généralisé sousforme de prinipe de onservation de l'inertie, se onfond ave elui de onservationde l'énergie.1.5.1 Quadriveteur vitesse unitaireLorsqu'une partiule e�etue un ertain déplaement dr durant un temps impro-pre dt, la vitesse ordinaire de ette partiule est dé�nie par v = dr/dt.Un tel déplaement dr s'e�etue durant un temps propre dτ . On dé�nit, enrelativité restreinte, une autre vitesse appelée vitesse propre ou élérité par larelation :

v0 = dr/dτ (1.15)Les temps propre et impropre étant liés par la relation (1.6), la vitesse propre estdistinte de la vitesse ordinaire. Notons v la norme de la vitesse v ; on a la relationsuivante entre es deux vitesses : v0 = γ(v)v. Bien que la notion de vitesse ordinaire
v soit plus intuitive, elle de la vitesse propre v0 se révèle �nalement plus naturellepour la généralisation de la vitesse dans l'espae-temps.A�n d'obtenir une vitesse propre de norme unité, formons le quadriveteur u =
v0/c ayant pour omposantes :

uα = dxα/c dτ = dxα/ds (1.16)Les omposantes uα se transforment onformément à la transformation de Lorentz-Poinaré lors d'un hangement de référentiel d'inertie. On obtient un quadriveteurappelé quadriveteur vitesse unitaire ou quadrivitesse unitaire. En e�et,15



ompte tenu de l'expression du arré de l'intervalle ds2, on démontre aisément quela norme de la quadrivitesse est égale à l'unité.1.5.2 Quadriveteur impulsion-énergieEn méanique lassique, la quantité de mouvement est le produit de la masse md'un objet par sa vitesse v. La généralisation de la notion de quantité de mouve-ment en relativité restreinte néessite qu'une nouvelle entité permette de retrouverl'anienne pour de faibles vitesses par rapport à elle de la lumière.La vitesse propre v0 s'identi�e à la vitesse ordinaire v pour les vitesses usuellesde la méanique lassique. Par onséquent, la quantité p = mv0 est un bon andi-dat pour généraliser la notion de quantité de mouvement. Cette quantité est appeléel'impulsion relativiste de la masse m.En relativité restreinte, e sont les quadriveteurs qui sont les plus intéressants.Puisque l'impulsion relativiste est tridimensionnelle, utilisons les omposantes de laquadrivitesse, multipliées par mc2, pour former elles du quadriveteur suivant :
P = mc2 (u0, u1, u2, u3) = (P0, P1, P2, P3) (1.17)La omposante P0 = γ(v)mc2 a la dimension d'une énergie puisque γ(v) est unequantité sans dimension. Développons P0 par rapport à v/c, on obtient :

P0 = mc2 + 1/2mv2 + ... (1.18)Lorsque v = 0, le orps onsidéré est au repos et la quantité :
E0 = mc2 (1.19)est l'énergie du orps au repos dans son référentiel propre ; 'est l'énergie pro-pre du orps. La relation (1.19) montre que l'énergie d'un orps au repos et samasse sont des onepts équivalents. Il n'existe don qu'une seule entité fondamen-tale, elle-i pouvant se manifester sous forme énergétique ou massique. Le seondmembre de la relation (1.18) montre un deuxième terme qui est l'énergie inétiquelassique. Finalement P0 représente l'énergie totale du orps.Le quadriveteur P donné par (1.17) a don pour première omposante l'énergie

E du orps et pour les trois autres, les omposantes de l'impulsion au fateur c2près. P est appelé quadriveteur impulsion-énergie.1.5.3 Invariane de la norme du quadriveteur impulsion-énergieL'énergie totale d'un orps E = P0 s'érit :
E = γ(v)mc2 = I(v) c2 (1.20)16



Le oe�ient I(v) = γ(v)m est appelé oe�ient d'inertie. La relation (1.20)généralise l'équivalene entre l'énergie d'un orps au repos et sa masse : l'énergieet l'inertie deviennent des onepts équivalents en relativité restreinte.La quadrivitesse étant ovariante, il en est de même de l'impulsion-énergie.Puisque la quadrivitesse a une norme unité, la norme du quadriveteur P est égal à
mc2, 'est-à-dire à l'énergie E0 d'un orps au repos.L'énergie seule ou l'impulsion seule ne sont plus invariants lors d'un hangementde référentiel. Toutes deux hangent d'un référentiel à un autre mais, en revanhe,la norme du quadriveteur impulsion-énergie reste invariante. On obtient un nouvelinvariant relativiste.1.6 Exeries1.6.1 Déalage spetral de la lumière des galaxiesUn phénomène de "fuite" des amas de galaxies a été observé dès 1912 par l'as-tronome Vesto Slipher en étudiant le déalage spetral de la lumière émise par lesgalaxies. Les vitesses des galaxies les plus lointaines atteignent l'ordre de grandeurde la vitesse de la lumière. À ette époque, la relativité générale n'était pas enoreétablie et la fuite des galaxies fut interprétée omme un phénomène Doppler en rel-ativité restreinte. Ce ne fut qu'à la suite de l'artile de Georges Lemaître, en 1927,que la vitesse de fuite des "nébuleuses extragalatiques" fut interprétée omme étantelle de l'expansion de l'Univers.Au phénomène Doppler lassique, étudié en optique par Fizeau, se superposedon à es vitesses le phénomène de relativité du temps : 'est l'e�et Doppler-Fizeaurelativiste que nous allons étudier.Un observateur immobile au point M dans un référentiel R, reçoit un rayon-nement életromagnétique émis par une soure mobile S dans le référentiel R. Cettesoure est liée à un référentiel propre R' qui se déplae à la vitesse uniforme V parrapport à R, dans le sens des x positifs. La soure est située au point origine O′(Fig. 1.1). À un instant donné, la diretion O′M de propagation du rayonnementvers l'observation fait un angle θ ave l'axe Ox.1. Érire, dans le référentiel R, les expressions des omposantes kx et ky du veteurd'onde k orrespondant à la propagation dans la diretion O′M .2. On sait que la phase d'onde (ω t−k · r) où r est le rayon veteur, est invariantepar hangement de référentiel d'inertie. Caluler les formules de hangementdes omposantes du veteur d'onde et de la pulsation lors du passage d'unréférentiel d'inertie à un autre en translation uniforme à la vitesse relative V .3. Soit ω la pulsation mesurée dans R du rayonnement émis par la soure S.Érire les expressions des omposantes du veteur d'onde k′ et de la pulsation17



ω′ dans R' en fontion de k = ||k|| et ω.4. Déterminer la pulsation ω mesurée par l'observateur situé au point M , enfontion de la pulsation ω′ du rayonnement émis.5. Lorsque l'observateur est situé sur la droite Ox, et que la soure S se dirige verslui, déterminer l'expression de ω. Même question lorsque la soure s'éloigne del'observateur1.6.2 Corretion1. Dans le référentiel R, le veteur d'onde k, de norme k, orrespondant à lapropagation dans la diretion O′M a pour omposantes, ave k = ω/c :
kx = k os θ =

ω

c
os θ ; ky = k sin θ =

ω

c
sin θ (1.21)2. La phase (ω t−k · r) d'une onde dans R étant invariante lors du passage d'unréférentiel d'inertie à un autre, on note (ω′ t′ −k′ · r′) la phase dans R', d'où :

(ω t− k · r) = (ω′ t′ − k′ · r′) (1.22)Les formules de la transformation de Lorentz-Poinaré appliquées à la relation(1.22) nous donnent :
γ(V ) kx (x

′+V t′)+kyy
′+kzz

′−γ(V )ω
(

t′+
V x′

c2
)

= k′

x′x′+k′

y′y
′+k′

z′z
′−ω′ t′(1.23)Cette dernière relation étant valable quels que soient r et t, on obtient, enidenti�ant dans les deux membres de (1.23) les termes dépendants de haunedes variables x′, y′, z′, t′ :

k′

x′ = γ(V )
(

kx −
ω V

c2
)

; k′

y′ = ky ; k′

z′ = kz ; ω′ = γ(V ) (ω − kx V ) (1.24)3. Les formules (1.24) donnent les formules de hangement des omposantes duveteur d'onde et de la pulsation lors d'un hangement de référentiel d'inertie.Compte tenu des formules (1.21), on obtient :
k′

x′ = γ(V )
(

k os θ − ω V

c2
)

; ω′ = γ(V ) (ω − k V os θ) (1.25)4. Ave k = ω/c et β = V/c, la dernière formule (1.25) donne :
ω =

ω′

γ(V )(1− β os θ) =
ω′

√

1− β2

1− β os θ (1.26)
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5. Lorsque l'observateur est situé sur l'axe Ox et que la soure S se dirige verslui, on a θ = 0 et la formule (1.26) devient :
ω =

ω′

√

1− β2

1− β
= ω′

√

1 + β

1− β
(1.27)La pulsation perçue est supérieure à elle du rayonnement émis par la souredans son référentiel propre. On obtient un déalage du spetre vers les petiteslongueurs d'onde ; on dit qu'on a un déplaement "vers le violet".Lorsque la soure s'éloigne de l'observateur, on a : θ = π et la formule (1.26)devient :

ω = ω′
1− β

√

1− β2
= ω′

√

1− β

1 + β
(1.28)Le déalage du spetre a lieu vers les grandes longueurs d'onde. On dit qu'onobserve un déplaement "vers le rouge".L'astronome Vesto Slipher observera un déplaement de la lumière des galaxiesvers le rouge et son interprétation, en 1914, d'une fuite des galaxies �t sensa-tion. Ce fut la théorie de la relativité générale qui permit par la suite, en 1927,de relier e phénomène de "fuite" à la vitesse d'expansion de l'Univers.1.6.3 La transformation de Lorentz-Poinaré est une rotationde l'espae-tempsHenri Poinaré a démontré l'invariane de l'intervalle ; il en a déduit que la trans-formation de Lorentz-Poinaré onstitue une rotation dans l'espae-temps.1. En utilisant la transfomation spéiale de Lorentz-Poinaré, véri�er que l'inter-valle entre deux évènements de oordonnées (x1, y1, z1, t1) et (x2, y2, z2, t2) estun invariant lors du passage d'un référentiel R à un autre R' (Fig. 1.1).2. E�etuer le hangement de variables utilisé par Poinaré :

x = x1 ; y = x2 ; z = x3 ; ict = x4 (1.29)Montrer que le arré de l'intervalle élémentaire ds2, dans e nouveau système deoordonnées, représente la distane entre deux points dans un espae eulidienà quatre dimensions. En déduire que la transformation de Lorentz-Poinaréest une rotation de l'espae-temps.3. On va trouver à présent la transformation de Lorentz-Poinaré en partant dela rotation de l'espae-temps dans un plan spatio-temporel. Érire les formuleslassiques de rotation d'un angle θ dans le plan-spatio-temporel (x1, x4) autourdu point origine O du référentiel R.19



4. L'origine O′ du référentiel R' orrespond à x′

1 = 0 ; la vitesse de déplaementde R' par rapport à R est égale à V (Fig. 1.1). Caluler sin θ et os θ en fontionde V .5. En substituant sin θ et os θ dans les formules de rotation, retrouver la trans-formation de Lorentz-Poinaré en fontion des variables initiales x, y, z, t.1.6.4 Corretion1. L'intervalle s12 entre deux évènements est dé�ni par :
(s12)

2 = c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2 (1.30)La transformation spéiale de Lorentz-Poinaré est donnée par les formules(1.1). En reportant dans la dé�nition (1.30) de l'intervalle les expressions desoordonnées données par (1.1), puis en développant les arrés, on obtient :
c2(t2−t1)

2−(x2−x1)
2 = γ2(V )[(c2−V 2) (t′2−t′1)−(1−V 2/c2) (x′

2−x′

1)
2] (1.31)L'expression de γ(V ) donne les relations :

γ2(c2 − V 2) = c2 ; −γ2(1− V 2/c2) = −1 (1.32)Substituant dans la relation (1.31), puis ompte tenu de l'invariane des termesdépendants de y et z, on obtient :
(s12)

2 = c2(t′2 − t′1)
2 − (x′

2 − x′

1)
2 − (y′2 − y′1)

2 − (z′2 − z′1)
2 = (s′12)

2 (1.33)L'intervalle est la forme quadratique invariante lors d'une transformation deLorentz-Poinaré.2. En e�etuant le hangement de oordonnée (1.29), on obtient pour l'intervalleélémentaire :
ds2 = dx2

1 + dx2
2 + dx2

3 + dx2
4 (1.34)Le arré de l'intervalle entre deux évènements peut être positif ou négatif. Unertain arbitraire peut don intervenir dans le hoix du signe de ds2, e qui nehange rien à ses propriétés. Le seond membre de la relation (1.34) onstituela généralisation à quatre dimensions du arré de la distane dans l'espae àtrois dimensions. Ave les oordonnées (1.1), l'espae devient eulidien. Nousappellerons espae-temps de Poinaré et espae eulidien.L'intervalle étant un invariant par une transformation de Lorentz-Poinaré,ela signi�e que ette transformation onserve les distanes dans l'espae eu-lidien quadridimensionnel. Or les transformations de Lorentz-Poinaré sontelles du passage d'un référentiel d'inertie à un autre. Dans l'espae eulidien20



dé�ni par les oordonnées (1.29), un tel passage s'e�etue par des translationset des rotations du système de oordonnées. Les translations onsistent sim-plement en un hangement de l'origine des temps et une translation de l'orig-ine du référentiel. La transformation de Lorentz-Poinaré est don équivalentemathématiquement à une rotation de l'espae-temps dé�ni par les oordonnées(1.29).3. Une rotation quelonque de l'espae-temps de Poinaré peut être déomposéeen trois rotations dans les plans spatiaux (x1, x2), (x1, x3) et (x2, x3) et trois ro-tations dans les plans spatio-temporels (x4, x1), (x4, x2), (x4, x3). Les rotationsdans les plans spatiaux orrespondent simplement à des rotations ordinairesdans l'espae eulidien à trois dimensions. Il reste don à étudier les rotationsdans les plans spatio-temporels.Considérons nos deux référentiels habituels R et R'. Lors d'une rotation dansle plan (x4, x1) d'un angle θ, les oordonnées x2 et x3 restent invariantes.Les formules lassiques de rotation dans un plan font passer des oordonnées
(x4, x1) aux oordonnées (x′

4, x
′

1) selon les formules :
x1 = x′

1 os θ − x′

4 sin θ ; x4 = x′

1 sin θ + x′

4 os θ (1.35)4. L'origine O′ des oordonnées du référentiel R' orrespond à x′

1 = 0. La rotationde O′ par rapport à R s'exprime don en érivant que x′

1 est nul dans lesformules (1.35), soit :
x1 = −x′

4 sin θ ; x4 = x′

4 os θ (1.36)Le rapport des deux équations préédentes nous donne :
x1

x4
= −tan θ (1.37)Le déplaement du référentiel R' par rapport à R selon l'axe des x s'e�etue àla vitesse V = x/t. Puisque x = x1 et x4 = ict, on obtient :tan θ = −V t/ict = iV/c (1.38)L'angle de rotation θ est un nombre imaginaire pur puisque tan θ est égal à

iV/c. Les formules lassiques de trigonométrie nous donnent :sin θ = i γ(V ) V/c ; os θ = γ(V ) (1.39)5. Substituant les expressions (1.39) dans les formules de rotation (1.35), ilvient :
x1 = γ(V )

(

x′

1 −
iV

c
x′

4

)

; x4 = γ(V )
(

x′

4 +
iV

c
x′

1

) (1.40)Le hangement initial de variables x = x1, x
′ = x′

1, ict = x4, ict
′ = x′

4, reportédans les formules (1.40) onduit à :21



x1 = γ(V ) (x′ + V t′) ; t = γ(V ) (t′ +
V

c2
x′) (1.41)On retrouve les formules lassiques de la transformation de Lorentz-Poinaré.Celle-i représente don bien une rotation d'un angle imaginaire dans l'espae-temps de Poinaré.1.6.5 E�et ComptonLe aratère orpusulaire du photon fut omplété par Einstein en 1917 lorsqu'ilproposa d'attribuer au photon, en plus de son énergie, une ertaine quantité demouvement p.1. Le photon étant de masse nulle et d'énergie E = hν où ν est la fréquene durayonnement photonique, déterminer l'expression de son impulsion p.2. Une expériene e�etuée par Compton en 1923 vint on�rmer diretementl'aspet orpusulaire du photon. Dans ette expériene, on envoie un faiseaude rayons X sur un matériau ontenant un ertain nombre d'életrons libres.Pour une plaque de métal su�samment mine, on observe, par transmission,des rayons X qui sont déviés par rapport à la diretion du faiseau initial aveune longueur d'onde légèrement plus grande que elle des rayons X inidents(Fig. 1.3).

Figure 1.3.La vitesse initiale de l'életron dans un métal étant très faible par rapport àla vitesse de la lumière, l'életron peut être onsidéré omme étant au repos.On suppose que le ho entre le photon et l'életron est parfaitement élas-tique et l'énergie relativiste du système se onserve. Érire ette équation deonservation des énergies.3. Érire l'équation vetorielle de onservation des impulsions du photon et del'életron lors du ho ainsi que ette même équation de onservation entre lesmodules des impulsions.4. En exprimant les impulsions du photon avant et après l'impat en fontion deses fréquenes respetives, ν1 et ν2, érire l'expression de l'équation de onser-vation des modules des impulsions en fontion des fréquenes ν1 et ν2.22



5. Déterminer la variation de fréquene du photon avant et après l'impat. Endéduire la variation de sa longueur d'onde.1.6.6 Corretion1. L'énergie méanique E d'une partiule de masse m et d'impulsion p est donnéeen relativité restreinte par :
E = c(p2 +m2 c2)1/2 (1.42)Le photon étant de masse nulle, son énergie relativiste se réduit à E = pc.D'autre part, son énergie exprimée en fontion de sa fréquene ν est, selon larelation de Plank, égale à : E = hν. L'impulsion du photon s'érit ainsi :

p =
E

c
=

hν

c
(1.43)2. On note respetivement ν1 et ν2 les fréquenes du photon avant et après leho ; m et pe sont respetivement la masse et l'impulsion de l'életron qui estonsidéré omme étant au repos. La somme des énergies du photon inidentet de l'életron au repos doit être égale à la somme des énergies du photondi�usé et de l'életron mis en mouvement. On a l'équation de onservation :

hν1 +mc2 = hν2 + c(p2e +m2c2)1/2 (1.44)3. On note p1 et p2 les impulsions du photon avant et après le ho, pe l'impulsionde l'életron après l'impat du photon. La onservation des impulsions s'érit :
p1 = p2 + pe (1.45)Les veteurs p1 et p2 font entre eux un angle θ. La relation (1.45) onduit àl'équation suivante entre leurs modules :

p2e = p21 + p22 − 2p1 p2 os θ (1.46)4. En utilisant l'expression (1.43) donnant l'impulsion en fontion de la fréquene,l'équation (1.46) dnne l'expression de pe en fontion des fréquenes ν1 et ν2.Reportant ette valeur de pe dans l'équation (1.44), on obtient :
hν1
c

+mc =
hν2
c

+

[(

hν1
c

)2

+

(

hν2
c

)2

− 2 h2 ν1 ν2
c2

os θ +m2 c2
]1/2 (1.47)5. En isolant les termes sous le radial et élevant au arré, on obtient aprèsregroupement :

ν1 − ν2 =
h ν1 ν2
mc2

(1− os θ) (1.48)Les fréquenes ν = c/λ donnent ainsi la variation de la longueur d'onde :23



∆λ = λ2 − λ1 =
2 h

mc
sin2 θ

2
= 2 λc sin2 θ

2
(1.49)La onstante λc = h/mc est appelée longueur d'onde de Compton pourl'életron. Les résulats expérimentaux véri�ent parfaitement l'équation (1.49),e qui justi�e l'hypothèse orpusulaire du rayonnement életromagétique.

24



Chapitre 2Életromagnétisme et dynamique desmimieux ontinusNous allons maintenant érire sous forme tensorielle les équations de la dy-namique des milieux ontinus et de l'életromagnétique relativistes. L'emploi duformalisme tensoriel n'est pas indispensable en relativité restreinte mais il le devienten relativité générale. Cependant, des formules déduites de la relativité restreintedoivent être exprimées sous forme tensorielle ar elles entrent par la suite dans leséquations de la gravitation relativiste.C'est le mathématiien Hermann Minkowski (1864-1909) qui fut le premier àintroduire le formalisme tensoriel en relativité restreinte. Albert Einstein onsidératout d'abord que 'était une "érudition super�ue". Par la suite, il rendra ependanthommage à Minkowski en reonnaissant l'importane de son apport à la relativié :Minkowski apporta une importante ontribution à l'élaboration de la théorie :avant ses reherhes, il fallait appliquer à une loi la transformation de Lorentz pourpouvoir tester son invariane vis-à-vis d'une telle transformation. Minkowski réussità introduire un formalisme tel que l'expression mathématique de la loi elle-mêmegarantisse son invariane par rapport à la transformation de Lorentz. En réant unalul tensoriel quadridimensionnel, il aomplit, pour l'espae à quatre dimensions,e que le alul vetoriel avait réalisé pour l'espae à trois dimensions.2.1 Covariane des lois de la PhysiqueL'importane de la transription tensorielle des lois de la physique en relativitérestreinte est e qu'en dit Einstein i-dessus : l'expression mathématique d'une loisous forme tensorielle garantit son invariane par rapport à la transformation deLorentz-Poinaré. Ces lois sont dites ovariantes.2.1.1 QuadriveteursNous avons vu que les quadriveteurs sont des veteurs à quatre dimensions qui,par dé�nition, sont dits ovariants. Ainsi, par exemple, l'énergie et l'impulsion for-25



ment une entité, le quadriveteur énergie-impulsion, dont la norme se onserve lorsd'un hangement de référentiel d'inertie.Comment le terme "ovariant" attribué aux quadriveteurs rejoint-il la dé�nitiongénérale donnée pour les tenseurs ovariants ? Des tenseurs sont dits ovariants si,lors d'un hangement de base, leurs omposants dans un référentiel donné se trans-forment omme les veteurs de base de e même référentiel.Les quadriveteurs sont des tenseurs d'ordre un dont les omposantes se modi-�ent selon la transformation de Lorentz-Poinaré lors d'un hangement de référentield'inertie. D'une part, le passage d'un référentiel d'inertie à un autre orrespond bienà un hangement de base. D'autre part, les quadriveteurs se transforment ommeles rayons-veteurs de l'espae de Poinaré-Minkowski. Ces derniers étant des om-binaisons linéaires des veteurs de base de et espae, les quadriveteurs se trans-forment préisément omme es veteurs de base. Les quadriveteurs sont don destenseurs ovariants d'ordre un.2.1.2 Tenseurs ovariants d'ordre quelonqueUn tenseur d'ordre quelonque peut être déomposé sous forme d'une ombi-naison linéaire de produits tensoriels. En relativité, on onsidère essentiellementdes tenseurs qui peuvent être déomposés omme des ombinaisons linéaires dequadriveteurs.Les tenseurs utilisés peuvent don être érits sous forme ovariante. Les grandeursphysiques qu'ils représentent peuvent également être érites sous forme ontravari-antes grâe à l'utilisation du produit salaire (1.12) dé�ni dans l'espae quadridi-mensionnel de Poinaré-Minkowski.L'espae vetoriel E4 des quadriveteurs est un espae à quatre dimensions asso-ié à l'espae pontuel E4 de Poinaré-Minkowski. Les tenseurs utilisés par la suiteseront des tenseurs d'ordre n ayant don un nombre de omposantes ègal à 4n. Onverra apparaître des tenseurs d'ordre deux, trois et quatre ayant respetivement 16,64 et 256 omposantes.2.1.3 Composantes ovariantes et ontravariantesLes indies des tenseurs utilisés en relativité sont des lettres de l'alphabet greou latin. Une onvention lassique est que les indies gres varient de 0 à 3, alors,alors que les indies latins varient de 1 à 3.Par exmple, un veteur x de l'espae tridimensionnel s'érira sur la base (e1, e2, e3) =
(ek) en utilisant les indies latins :

x = xk ek (2.1)26



Par ontre, un quadriveteur A de l'espae de Poinaré-Minkowski s'érira surune base (e0, e1, e2, e3) = (eµ) en utilisant des indies gres :
A = Aµ eµ (2.2)L'espae pontuel de Poinaré-Minkowski a pour base les veteurs eα dont lesproduits salaires sont donnés par (1.13), à savoir :

eα · eβ = 0 (α 6= β) ; e0 · e0 = 1 ; ej · ej = −1 (j = 1, 2, 3) (2.3)Le tenseur métrique de l'espae-temps plat de la relativité restreinte est dondonné par (1.14). Les relations entre les omposantes ontravariantes et ovariantesdes tenseurs font intervenir des quantités gαβ = ηαβ.L'espae-temps de Poinaré-Minkowski ayant les veteurs de base (2.3) est rap-porté aux oordonnées (1.11) appelés oordonnées galiléennes réduites :
x0 = ct ; x1 = x ; x2 = y ; x3 = z (2.4)L'espae-temps plat relativiste peut naturellement être rapporté à des oordon-nées urvilignes quelonques où les omposantes gαβ du tenseur métrique deviennentdes fontions de es nouvelles oordonnées.2.2 Le tenseur hamp életromagnétiqueLes équations fondamentales de l'életromagnétisme sont relativistes. Ce fut pré-isément en étudiant leur invariane lors d'un hangement de référentiel d'inertieque Lorentz déouvrit la transformation qui porte son nom. Il est don naturel quees équations puissent être mise sous forme tensorielle.Le hamp életromagétique est dérit lassiquement dans l'espae à trois dimen-sions par deux entités : d'une part, un veteur d'espae hamp életrique E etd'autre part un veteur d'espae hamp magnétique B. Nous allons voir que l'in-trodution de l'espae-temps de la relativité restreinte permet de former une entitéunique qui dérit globalement le hamp életromagnétique.Ces deux hamps vetoriels peuvent être dé�nis à l'aide d'un potentiel veteurmagnétique A et d'un potentiel salaire életrique V à l'aide des relations :
B = rotA ; E = −grad V − ∂A

∂ t
(2.5)Notons Ax, Ay, Az les omposantes de A dans un système d'axes artésiens

Oxyz. Formons le quadriveteur Q ayant pour omposantes ontravariantes dans lesystème de oordonnées galiléennes réduites (2.4) :
q0 = −V/c ; q1 = −Ax ; q2 = −Ay ; q3 = −Az (2.6)27



Le quadriveteur Q est appelé le quadripotentiel du hamp életromagnétique.Les omposantes ovariantes de Q ompte tenu du tenseur métrique (1.14) ont pourexpression :
q0 = V/c ; q1 = Ax ; q2 = Ay ; q3 = Az (2.7)Les expressions développées du rotationel et du gradient permettent d'érire lesformules (2.5) sous la forme suivante :

Bx = ∂2 q3 − ∂3 q2 ; By = ∂3 q1 − ∂1 q3 ; Bz = ∂1 q2 − ∂2 q1 (2.8)
Ex

c
= ∂1 q0 − ∂0 q1 ;

Ey

c
= ∂2 q0 − ∂0 q2 ;

Ez

c
= ∂3 q0 − ∂0 q3 (2.9)Les six omposantes des veteurs B et E/ permettent de former les six om-posantes ovariantes strites d'un tenseur antisymétrique, noté Fλµ. Ce tenseur estle rotationnel du quadripotentiel Q, soit :rotλµ Q = Fλµ = ∂λ qµ − ∂µ qλ (2.10)Dans le système de oordonnées galiléennes réduites, les omposantes strites dutenseur Fλµ s'expriment en fontion des omposantes des veteurs hamp magnétiqueet hamp életrique sous la forme suivante :

F23 = Bx ; F31 = By ; F12 = Bz ; F10 =
Ex

c
; F20 =

Ey

c
; F30 =

Ez

c
(2.11)Le tenseur antisymétrique Fλµ est appelé le tenseur életromagnétique outenseur de Maxwell. Ce tenseur omporte 16 omposantes ovariantes que l'onpeut mettre sous la forme matriielle suivante :

[Fλµ] =









0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c
Ex/c 0 Bz −By

Ey/c −Bz 0 Bx

Ez/c By −Bx 0









(2.12)
Remarquons que selon l'ordre dans lequel les oordonnées galiléennes réduites ontété lassées, l'expression matriielle du tenseur hamp életromagnétique ne sera pasla même. Selon également la dé�nition des signes des omposantes du quadripoten-tiel, les Fλµ seront lassées di�éremment.Les omposantes ontravariantes strites du tenseur hamp életromagnétiqueont pour expression :

F 23 = Bx ; F 31 = By ; F 12 = Bz ; F 10 = −Ex

c
; F 20 = −Ey

c
; F 30 = −Ez

c(2.13)28



et sa forme matriielle :
[F λµ] =









0 Ex/c Ey/c Ez/c
−Ex/c 0 Bz −By

−Ey/c −Bz 0 Bx

−Ez/c By −Bx 0









(2.14)
La réation d'une entité unique, le tenseur hamp életromagnétique, englobantles hamps magnétique et életrique montrent bien l'unité profonde du hamp éle-tromagnétique. L'existene d'une omposante magnétique orthogonale à une om-posante életrique d'une onde életromagnétique plane montre bien physiquementette unité.Lors du passage d'un référentiel d'inertie à un autre, la transformation du tenseurhamp életromagnétique montre également que les omposantes du veteur hampmagnétique dépendent, dans le nouveau référentiel, à la fois des omposantes duhamp életrique et du hamp magnétique dans le référentiel d'origine. Il en est demême pour le hamp életrique.Notons que le quadripotentiel Q n'est pas déterminé d'une manière unique parla onnaissane du hamp életromagnétique. À tout quadripotentiel qui véri�e l'-expression (2.10), on peut ajouter un hamp gradient d'une fontion f quelonque ;les omposantes du quadripotentiel deviennent alors :

q∗µ = qµ + ∂µ f (2.15)Le rotationnel d'un gradient étant nul, les omposantes Fλµ restent inhangées.L'addition d'un tel gradient à un potentiel veteur s'appelle un hangement dejauge. Des entités, omme le hamp életromagnétique, qui ne sont pas modi�éeslors d'un hangement de jauge sont dites posséder l'invariane de jauge.Nous allons voir que l'utilisation du tenseur hamp életromagnétique permetd'exprimer les équations fondamentales de l'életrodynamique, dites de Maxwell-Lorentz, sous une forme partiulièrement simple et ondensée.2.3 Les équations de Maxwell-LorentzRappelons que l'invariane relativiste de la harge életrique est un postulat dela relativité restreinte basé sur diverses onsidérations expérimentales.2.3.1 Quadriveteur densité de ourant életriqueConsidérons un ensemble de harges életriques disrètes formant une harge to-tale de. Cette harge est ontenue dans un volume élémentaire dV0 lié à un référentielR0. La densité de harge au repos ρ0 est dé�nie par :29



ρ0 = de/dV0 (2.16)Dans un autre référentiel R en translation uniforme de vitesse v par rapport àR0, la harge de est enfermée dans un élément de volume dV . La densité de harge
ρ dans le référentiel R est dé�nie par :

ρ = de/dV (2.17)La mesure dV du volume élémentaire dans R est relié à dV0 par la relation :
dV0 = γ(v) dV (2.18)où γ(v) = 1/

√

1− v2/c2. En ombinant les trois formules préédentes, nousobtenons la densité de harge ρ en fontion de la densité au repos ρ0, soit :
ρ = γ(v) ρ0 (2.19)Lorsqu'une harge volumique de densité ρ est animée d'une vitesse v, on dé�nitlassiquement un veteur densité de ourant par j = ρv. En relativité restreinte,on appelle veteur densité de ourant életrique le quadriveteur J ayant pouromposantes :
Jα = ρ0 c u

α (2.20)où les uα sont les omposantes du quadriveteur vitesse unitaire.Les di�érentes omposantes du quadriveteur J ont pour expression ompte tenude la dé�nition de la quadrivitesse (1.16) :
J0 = γ(v) ρ0 c ; Jk = γ(v) ρ0 v

k (2.21)Compte tenu de (2.19), le quadriveteur J a pour omposantes en fontion desomposantes de la vitesse v de la harge volumique :
J0 = ρ c ; Jk = ρ vk (2.22)2.3.2 Premier groupe des équations de Maxwell-LorentzLes équations de Maxwell-Lorentz peuvent être partagées en deux groupes. Dansun système d'axes retangulaires Oxyz, le premier groupe d'équations s'érit :rotB− 1

c2
∂E

∂ t
= µ0 J (2.23)divE =
ρ

ε0
(2.24)E�etuons une projetion sur l'axe Ox des veteurs qui �gurent dans l'équation(2.23) ; on obtient : 30



∂ Bz

∂ y
− ∂ By

∂ z
− 1

c2
∂ Ex

∂ t
= µ0 Jx (2.25)Cette dernière équation, ompte tenu de l'expression des omposantes ontravri-antes (2.13) du tenseur hamp életromagnétique et elles du quadriveteur densitéde ourant életrique (2.22), s'érit :

∂2 F
12 + ∂3 F

13 + ∂0 F
10 = µ0 J

1 (2.26)Les projetions de l'équation (2.23) sur les axes Oy et Oz onduisent à desrelations analogues à (2.26). Ces trois équations peuvent être érites, en oordonnéesgaliléennes réduites, sous la forme ondensée :
∂λ F

kλ = µ0 J
k (2.27)De même, en érivant l'expression de la divergene (2.24) sous forme expliiteen oordonnées x, y, z, puis en remplaçant les omposantes du hamp életrique Epar leurs expressions données par (2.13), il vient :

∂λ F
0λ =

ρ

ε0 c
= µ0 ρ c = µ0 J

0 (2.28)En rassemblant les deux équations préédentes, on voit que le premier grouped'équations de Maxwell-Lorentz peut se mettre, en oordonnées galiléennes réduites,sous la forme :
∂λ F

µλ = µ0 J
µ (2.29)L'utilisation de oordonnées retilignes fait apparaître les dérivées partielles desomposantes du tenseur Fµλ. Lorsqu'on utilise des oordonnées urvilignes, les dérivéespartielles sont alors remplaées par des dérivées ovariantes. Le premier groupe deséquations de Maxwell-Lorentz s'érit alors en oordonnées urvilignes :

∇λ F
µλ = µ0 J

µ (2.30)La forme tensorielle (2.30) des équations (2.23) et (2.24) de Maxwell-Lorentzest valable pour des systèmes quelonques de oordonnées retilignes ou urvilignes.2.3.3 Seond groupe des équations de Maxwell-LorentzDans un système d'axes retangulaires Oxyz à trois dimensions, le seond groupes'érit : rotE = −∂B

∂ t
(2.31)divB = 0 (2.32)Les omposantes sur l'axe Ox des veteurs qui �gurent dans l'équation (2.31)sont les suivantes : 31



∂ Ez

∂ y
− ∂ Ey

∂ z
+

∂ Bx

∂ t
= 0 (2.33)En remplaçant les omposantes des veteurs à partir de l'expression des om-posantes ovariantes (2.12) du tenseur hamp életromagnétique, il vient :

∂2 F30 + ∂3 F02 + ∂0 F23 = 0 (2.34)Une même projetion sur les axes Oy et Oz montre que l'équation (2.31) peuts'érire en oordonnées galiléennes réduites sous la forme tensorielle :
∂γ Fαk + ∂α Fk γ + ∂k Fγα = 0 (2.35)En érivant l'expression de la divergene donnée par l'équation (2.32), puis enremplaçant les omposantes des veteurs en fontion de elles du tenseur hampéletromagnétique, on obtient :
∂1 F23 + ∂2 F31 + ∂3 F12 = 0 (2.36)Le regroupement des équations (2.35) et (2.36) montre que le seond groupedes équations de Maxwell-Lorentz s'érit, en oordonnées galiléennes réduites, sousla forme :
∂γ Fαβ + ∂α Fβγ + ∂β Fγα = 0 (2.37)Ces équations étant érites en oordonnées retilignes, les dérivées partielles sontà remplaer par les dérivées ovariantes en oordonnées urvilignes, soit :
∇γ Fαβ +∇α Fβγ +∇β Fγα = 0 (2.38)2.3.4 Loi de onservation de l'életriitéLa onservation de la harge életrique exprime simplement le fait que la variationau ours du temps de la densité de harge ρ dans un volume unité est égale à ladi�érene de la quantité d'életriité qui entre et sort de e volume. L'équation deonservation s'érit en fontion du ourant életrique j :

∂ ρ

∂ t
+ div j = 0 (2.39)Pour obtenir la loi de onservation sous forme tensorielle, utilisons le premiergroupe des équations de Maxwell-Lorentz érit sous forme (2.29) :

∂λ F
µλ = µ0 J

µ (2.40)Dérivons haque membre de ette équation par rapport à xµ et e�etuons unesommation sur l'indie µ ; il vient :
∂µλ F

µλ = µ0 ∂µ J
µ (2.41)32



Pour montrer que le nombre de gauhe de ette équation est nul, utilisons l'an-tisymétrie de F µλ puis éhangeons l'ordre de dérivation ainsi que les noms des indiesde sommation ; on obtient :
∂µλ F

µλ = −∂µλ F
λµ = −∂λµ F

λµ = −∂µλ F
µλ = 0 (2.42)L'équation (2.41) devient ainsi, en oordonnées retilignes réduites :

∂µ J
µ = 0 (2.43)Si l'espae-temps est rapporté à des oordonnées urvilignes, l'équation préé-dente devient :

∇µ J
µ = 0 (2.44)On obtient la loi de onservation de l'életriité sous sa forme tensorielle générale.2.4 Dynamique lassique des milieux ontinusAvant d'aborder la dynamique relativiste, nous rappellerons quelques formulesde la dynamique lassique des milieux ontinus mises sous forme tensorielle et quenous utiliserons par la suite.2.4.1 Dérivées partielles et totale par rapport au tempsTout milieu "ontinu" se ompose en réalité d'un très grand nombre de par-tiules mirosopiques. Mais on peut dérire un milieu ontinu en onsidérant unélément de volume qui ontient un nombre su�sant de partiules permettant d'é-valuer des grandeurs moyennes. Nous supposons qu'on peut ainsi dé�nir une densitéde matière, notée ρ, et un veteur vitesse v de e volume élémentaire. Le référen-tiel dans lequel on étudie l'évolution dans le temps des aratéristiques de e volumeélémentaire est rapporté à des oordonnées urvilignes (u1, u2, u3, t) où t est le temps.Notons A une entité qui aratérise e volume élémentaire, par exemple la densité

ρ, une omposante de v, et. L'évolution de ette entité peut être dérite en un point�xe du référentiel et, dans e as, la dérivée de A est la dérivée partielle par rapportau temps :
∂ A

∂ t
=

(

∂ A

∂ t

)

uk=constante

(2.45)Cette évolution peut également être rapportée à un système de oordonnées liéloalement au mouvement du volume élémentaire. Les variations de A au ours dumouvement sont alors obtenues au moyen de la dérivée totale par rapport au temps,soit :
dA

d t
=

∂ A

∂ t
+

k=3
∑

k=1

∂ A

∂ uk

d uk

d t
(2.46)33



Introduisons les omposantes ontravariantes vk = duk/dt du veteur vitesse vdans la formule préédente, il vient :
dA

d t
=

∂ A

∂ t
+ vk ∂k A (2.47)2.4.2 Équation de onservationLa densité ρ d'un volume élémentaire et sa vitesse v sont liés ensemble ar lehangement de densité dépend des entrées et des sorties du �ux ρv de matière quitraverse la surfae de e volume. En oordonnées artésiennes, on a une équationlassique dite de ontinuité ou de onservation de la matière, analogue à (2.39) pourla harge életrique :

∂ ρ

∂ t
+ div (ρv) = 0 (2.48)La divergene de ρv omporte la somme des dérivées partielles par rapport auxoordonnées artésiennes. En oordonnées urvilignes, es dérivées sont remplaéespar les dérivées ovariantes ; il vient :

∂ ρ

∂ t
+∇k (ρ v

k) = 0 (2.49)2.4.3 Fores de masse et fores super�iellesConsidérons un volume élémentaire dV d'un milieu ontinu qui possède unemasse dm = ρ dV . Des fores de masse agissent sur haque volume élémentaire ;elles sont déterminées par des onditions extérieures, par exemple, la présene d'unhamp de gravitation. La résultante des fores de masse est notée f dV où f est lafore de masse par unité de volume, de omposantes ontravariantes f i.D'autre part, des fores super�ielles agissent sur la surfae des volumes élé-mentaires et proviennent des �ux de matière et des déformations internes du milieuontinu.Considérons un élément de surfae dS à l'intérieur d'un milieu ontinu. Cettesurfae élémentaire subit de la part du milieu des fores qui proviennent de la matièreontigue à dS. On note dF = T dS la fore qui agit sur et élément de surfae et quiest due aux partiules intérieures au volume élémentaire. La fore −T dS sera, envertu du prinipe de l'égalité de l'ation et de réation, la fore super�ielle exeréesur dS par les partiules extérieures. Cette fore sera, en général, dirigée obliquementsur dS. Lorsqu'elle est dirigée vers l'intérieur d'un volume onsidéré, on dit que 'estune pression, dans le as où elle est dirigée vers l'extérieur, on parle d'une tension.2.4.4 Tenseur des ontraintesNous allons voir que les omposantes de la fore T par unité de'aire s'exprimentsous forme des omposantes d'un tenseur du deuxième ordre appelé tenseur des34



ontraintes. Considérons un tétraèdre élémentaire situé à l'intérieur d'un milieuontinu, solide ou liquide, supposé en équilibre statique. Les extrémités des arêtesdu tétraèdre sont notées respetivement OABC (Fig. 2.1). Chaque fae du tétraèdreest soumise à une fore interne due au milieu lui-même et proportionnelle à l'aire desa surfae.

Figure 2.1.Notons dSk les aires des faes, soit : dS(OBC) = dS1 ; dS(OAC) = dS2 ;
dS(OAB) = dS3 ; dS(ABC) = dS. Soit n un veteur unitaire orthogonal à la fae
ABC, dirigé de l'intérieur vers l'extérieur du tétraèdre.Déterminons les expressions des omposantes nk du veteur n en fontion de l'aire
dS et des aires dSk des faes du tétraèdre. Les aires dSk sont égales à la projetionde l'aire ABC sur le ke plan. Notons dS le veteur orthogonal à la surfae ABC, delongueur égale à dS et dirigé de l'intérieur du tétraèdre vers l'extérieur. Soit i,j,k,les veteurs de base orthonormés, on a :

dS = dS1 i + dS2 j + dS3 k (2.50)Le veteur n a don pour omposantes :
n1 = dS1/dS ; n2 = dS2/dS ; n3 = dS3/dS (2.51)Notons dti la fore qui s'exere sur une fae d'aire dSi ; ses omposantes sontnotées suivant les axes orthogonaux Oxk :
dti1 = ti1 dS1 + ti2 dS2 + ti3 dS3 ; i = 1, 2, 3 (2.52)Soit T j les omposantes de la fore T, appelée ontrainte, qui s'exere par unitéd'aire sur la fae ABC. L'équilibre des fores du milieu ontinu s'exprime pour lesomposantes, selon l'axe Ox1, par :

T 1 dS = dt11 + dt21 + dt31 = tk1 dSk (2.53)35



Compte tenu des expressions (2.52) des omposantes du veteur n, on a :
T 1 = tk1 (dSk/dS) = tk1 nk (2.54)On obtient des expressions analogues pour les axes Ox2 et Ox3, d'où �nalement :

T j = tkj nk (2.55)Les quantités tkj ainsi dé�nies sont les omposantes ontravariantes d'un tenseurappelé tenseur des ontraintes. Selon la diretion des fores internes, on aura untenseur des pressions ou tenseur des tensions. Le terme tenseur a préisémentpour origine l'étude des tensions internes des milieux ontinus.Dans un système de oordonnées urvilignes, le tenseur des ontraintes tkj seraégalement dé�ni en fontion de la fore par unité d'aire.2.4.5 Équations générales de la dynamique des milieux on-tinusConsidérons dans un milieu ontinu, une surfae fermée quelonque S qui limiteune portion de volume V . Utilisons un système de oordonnées retilignes orthogo-nales x1, x2, x3. Appelons γk les omposantes de l'aélération du entre d'un élémentde volume dV du volume V . La fore élémentaire d'inertie qui s'exere sur dV a pourexpression : −γk ρ dV . D'autre part, les fores super�ielles sont représentées par letenseur tkj. Érivons les onditions lassiques de nullité du veteur du torseur formépar les fores d'inertie et les fores extérieures et super�ielles, soit :
∫ ∫ ∫

V

(f i − ρ γi) dV −
∫ ∫

S

tki dσk = 0 (2.56)où l'élément d'intégration dσk est égal à dSk/dS. Annulons d'autre part le mo-ment du torseur, soit :
∫ ∫ ∫

V

[

(xi(f j − ρ γj)− xj(f i − ρ γi)
]

dV −
∫ ∫

S

(xi tkj − xj tki) dσk = 0 (2.57)L'intégrale de surfae qui �gure au premier membre de (2.56) peut être trans-formée en une intégrale triple en utilisant la formule de Green. L'équation (2.56)s'érit alors :
∫ ∫ ∫

V

(f i − ρ γi − ∂k t
ki) dV = 0 (2.58)On peut faire de même pour l'intégrale de surfae (2.57) ; on obtient :

∫ ∫ ∫

V

[

(xi(f j − ρ γj − ∂k x
kj)−xj(f i− ρ γi − ∂k x

ki)
]

dV −
∫ ∫

S

(tij − tji) dV = 0(2.59)36



L'intégrale triple du premie membre de (2.58) étant indentiquement nulle quelque soit le olume V onsidéré, il en résulte que l'élément d'intégration est nées-sairement nul, soit :
f i − ρ γi − ∂k t

ki = 0 (2.60)La première intégrale triple de (2.59) est don nulle. La seonde intégrale deette même équation est alors également nulle, d'où :
tij − tji = 0 (2.61)Les équations (2.60) sont les équations de la dynamique des milieux ontinusdans un système de oordonnées retilignes orthogonales. Dans un système de oor-données urvilignes, es équations s'érivent :

ρ γk = fk −∇j t
jk (2.62)En oordonnées urvilignes, il orrespond au tenseur des ontraintes tjk une den-sité de fore par unité de volume donnée par :

Kk = ∇j t
jk = 0 (2.63)Les relations (2.61) montrent que le tenseur des ontraintes est symétrique parrapport à ses deux indies.2.4.6 Autre expression des équations généralesEn donnant une forme expliite à l'aélération γi dans les équations générales(2.62) de la dynamique des milieux ontinus, on obtient une autre expression de eséquations. En e�et, l'aélération est la dérivée totale par rapport au temps de lavitesse v de omposantes vi. L'expression générale de l'aélération issue du alultensoriel nous donne :

γi =
dvi

dt
+ Γk

i
m vk vm =

∂ vi

∂ t
+ Γk

i
m vk vm + vk ∂k v

i (2.64)En groupant les deux derniers termes du troisièmemembre de l'équation pré�dente,il vient :
γi =

∂ vi

∂ t
+ vk ∇k v

i (2.65)Multiplions γi par la densité ρ et faisons entrer ρ sous les signes de dérivationdu seond membre de (2.65) ; on obtient :
ρ γi =

∂ ρ vi

∂ t
+∇k (ρ v

k vi)− vi
[

∂ ρ

∂ t
+∇k (ρ v

k)

] (2.66)La quantité préédente entre rohets représente l'équation de onservation dela masse (2.49). Cette quantité est nulle et l'équation (2.66) se réduit à :37



ρ γi =
∂ ρ vi

∂ t
+∇k (ρ v

k vi) (2.67)Les équations générales (2.62) de la dynamique des milieux ontinus s'ériventalors, ompte tenu de (2.67), sous la forme :
∂ ρ vi

∂ t
+∇k (ρ v

k vi + tki) = f i (2.68)Ces nouvelles équations, ainsi que elle de onservation de la masse, permettentd'étudier les omportements d'un milieu ontinu sous l'ation des di�érentes foresqu'il subit. Pour déterminer omplètement es évolutions, il faut naturellement on-naître les expressions des omposantes f i et tki.2.5 Dynamique relativiste des milieux ontinusA�n d'obtenir la forme tensorielle générale de la dynamique relativiste des mi-lieux ontinus, nous allons tout d'abord établir es équations pour un volume élémen-taire dV situé en un point M0 dans un référentiel R0 par rapport auquel l'élémentde volume est immobile. Le référentiel R0 hoisi est un système galiléen orthogonal.2.5.1 Équations relativistes dans un système de reposPuisque, par hypothèse, le volume dV est au repos au pointM0, le veteur vitesse
v de la matière est nul. Les omposantes uα de la quadrivitesse unitaire assoiée à
vi sont don telles qu'au point M0, on a :

u0 = 1 ; ui = 0 (2.69)Par ontre, les dérivées des omposantes vi, i = 1, 2, 3, de la vitesse ne sont pasnulles en général. Puisque uα est unitaire, on a : uα ∂µ u
α = 0 ; les dérivées de uαsont données par :

∂µ u
0 = 0 ; ∂µ u

i =
1

c
∂µ v

i (2.70)D'autre part, l'équation de onservation de la masse (2.49) s'érit au point M0dans le système R0 sous la forme :
∂ ρ

∂ t
+ ∂k (p

∗k) = 0 (2.71)L'équation (2.68) devient également au point M0, puisque vi = 0 :
∂ p∗k

∂ t
+ ∂k t

ki = f i (2.72)Dans es équations, les p∗k sont les omposantes du veteur impulsion par unitéde volume qui, pour la méanique lassique, se réduit à ρ vk orrespondant à la massede matière par unité de volume. Or, en dynamique relativiste, toutes les formes d'én-ergie apportent leur ontribution au veteur impulsion. Dans les milieux ontinus, il38



faut don ajouter l'énergie super�ielle résultant des tensions ou des pressions. Nousverrons, par la suite, le as où intervient l'énergie d'interation életromagnétique.Calulons le �ux d'énergie qui traverse une surfae d'aire dS dont les "om-posantes" sont notées dσk = dSk/dS = nk. La fore super�ielle, selon (2.55),s'érit :
T j = tkj nk (2.73)Supposons que le milieu matériel se déplae à la vitesse v au voisinage de lasurfae dS. Notons vj les omposantes ovariantes de ette vitesse dans la métriqued'espae dl2 = −[(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2]. Le travail de la fore (2.73) est alorsdonné par : −vj t

kj dσk.L'élément de surfae dS est don traversé par une ertaine quantité d'énergieorrespondant à la fois à la densité de matière ρ et au tenseur des ontraintes tkj. Ilva en résulter un ertain veteur impulsion de omposantes pk par unité de volume.Ces omposantes omportent une partie lassique ρ vk et une masse orrespond,selon l'équivalene entre masse et énergie, à −(1/c2)vj t
kj ; on obtient :

pk = ρ vk − 1

c2
vj t

kj (2.74)Au point M0, le veteur impulsion a des omposantes qui sont nulles mais leursdérivées ne le sont pas en général. Pour obtenir les équations de la dynamique rel-ativiste des milieux ontinus, valables en M0 dans le repère galiléen R0, on va sub-stituer à p∗k qui �gure dans les équations (2.71) et (2.72) l'expression pk donnéepar (2.74). En tenant ompte du fait que les omposantes vi de la vitesse en M0sont nulles, on obtient :
∂ ρ

∂ t
+ ρ ∂k v

k − 1

c2
∂k vj t

kj = 0 (2.75)
ρ
∂ vi

∂ t
− 1

c2
∂ vj
∂ t

tij + ∂k t
ik = f i (2.76)Transformons les deux équations préédentes en e�etuant les dérivations parrapport à la variable réduite x0 = ct, il vient :

c ∂0 ρ+ ρ ∂k v
k − 1

c2
∂k vj t

kj = 0 (2.77)
ρ c ∂0 v

i − 1

c2
∂0 vj t

ij + ∂k t
ik = f i (2.78)Ce sont les équations relativistes du mouvement d'un milieu ontinu au point

M0 par rapport au système de repos R0.
39



2.5.2 Équations relativistes sous forme tensorielleCherhons à présent la forme tensorielle des équations générales de la dynamiquerelativiste des milieux ontinus. Les équations de la dynamique lassique (2.68)érites dans l'espae tridimensionnel suggèrent d'utiliser dans l'espae-temps untenseur symétrique d'ordre deux, noté T λµ. Ce tenseur doit admettre dans le systèmede oordonnées R0, au point M0, les omposantes :
T ik = tik ; T 0i = T i0 = T 00 = 0 (2.79)Le tenseur T λµ est le tenseur relativiste des ontraintes. Si uµ est le quadriveteurvitesse unitaire, le tenseur T λµ véri�e l'identité tensorielle :

T µλ uµ = 0 (2.80)En e qui onerne le veteur fore f i qui apparaît dans les équations (2.68),nous introduisons le veteur de omposantes Φλ telles que au point M0 dans le sys-tème de oordonnées R0, on ait : Φk = fk ; Φ0 = 0.Le quadriveteur Φk joue le r�le d'un veteur fore ; il est onstamment orthog-onal à la quadrivitesse unitaire, soit :
Φµ uµ = 0 (2.81)En utilisant les tenseurs T λµ et Φµ que nous venons d'introduire, les équationsde la dynamique relativiste (2.77) et (2.78) peuvent être mises sous une formetensorielle valable dans un système de oordonnées urvilignes quelonque. Nousvéri�ons, au ours de l'exerie (??) que les équations suivantes permettent deretrouver e�etivement les équations (2.77) et (2.78) :

∇µ (ρ c
2 uλ uµ + T λµ) = Φλ (2.82)Les équations (2.82) sont les équations tensorielles générales de la dynamiquerelativiste des milieux ontinus.2.6 Tenseur Impulsion-Énergie2.6.1 Tenseur impulsion-énergie d'un milieu ontinuLe quadriveteur impulsion-énergie qui est introduit en oordonnées retangu-laires se généralise en oordonnées urvilignes. Pour un milieu ontinu, les équations(2.82) onduisent à introduire un tenseur de deuxième ordre P λµ :

P λµ = ρ uλ uµ +
1

c2
T λµ (2.83)Le tenseur P λµ est appelé le tenseur impulsion-énergie d'un milieu ontinu.L'identité tensorielle (2.80) montre qu'on a :

P λµ uµ = ρ uλ (2.84)40



Ce tenseur permet d'érire les équations tensorielles (2.82) sous la forme suivantequi généralise l'équation fondamentale de la dynamique relativiste d'une masse :
∇µ P

λµ =
1

c2
Φλ (2.85)2.6.2 Quadriveteur densité de fore de LorentzLorsqu'on onsidère un milieu onstitué d'un grand nombre de harges éle-triques, formant ainsi un milieu ontinu, il faut tenir ompte des ations életromag-nétiques pour déterminer l'impulsion-énergie du milieu. Auparavant, il faut déter-miner le veteur fore qui apparaît dans l'équation (2.85).Pour ela, onsidérons la fore qui s'exere sur la quantité d'életriité ontenuedans l'unité de volume. Cette densité de fore est donnée par la théorie de Maxwell-Lorentz et s'érit en oordonnées galiléennes sous la forme :

K = ρE+ ρv ×B (2.86)Les veteurs E et B sont les veteurs hamps életrique et magnétique ; v, unevitesse loale des partiules ; ρ, la densité des harges du milieu. Les omposantesselon l'axe Ox des veteurs de l'équation (2.86) ont pour relation :
Kx = ρEx + ρ vy Hz − ρ vz Hy (2.87)Transformons ette dernière équation en remplaçant les omposantes artésiennesde la vitesse par leurs omposantes ovariantes et introduisons les omposantes on-travariantes du tenseur hamp életromagnétique ; il vient :

K1 = J0 F
01 + J2 F

21 + J3 F
31 = Jλ F

λ1 (2.88)Un alul analogue pour les omposantes Kk selon les axes Oy te Oz montre quel'on a :
Kk = Jλ F

λk (2.89)Dans l'espae quadridimensionnel, la densité de fore (2.89) doit être omplétéepar un terme K0 onduisant à un quadriveteur valable dans un système quelonquede oordonnées urvilignes. Les omposantes ontravariantes sont données par :
Kµ = Jλ F

λµ (2.90)La quatrième omposante K0 ainsi introduite a pour expression en oordonnéesgaliléennes réduites :
K0 = J1 F

10 + J2 F
20 + J3 F

30 (2.91)Compte tenu de la formule (2.86), la omposante K0 s'érit :
K0 =

1

c
ρv · E =

1

c
K · v (2.92)41



La omposante K0 représente au fateur 1/c près, le travail fourni par unité detemps et de volume par la densité de fore K. Le quadriveteur dé�ni par (2.90)est appelé quadriveteur densité de fore de Lorentz. On démontre aisémentque e veteur est orthogonal au veteur ourant Jµ.2.6.3 Tenseur impulsion-énergie du hamp életromagnétiqueLorsque le nombre de harges életriques qui �gurent dans un milieu ontinuest extrêmement élevé, haque partiule hargée subit le hamp életromagnétique
F λµ réé par l'ensemble des autres harges. Le milieu onsidéré est don soumis à ladensité de fore de Lorentz Kµ dé�ni par (2.90).Les équations générales du mouvement du milieu ontinu omportant des hargeséletriques sont don les équations (2.85) dans lesquelles le veteur fore par unité devolume Φµ est remplaé par la densité de fore Kµ. Les équations (2.85) s'ériventalors :

∇µ P
λµ =

1

c2
Kλ (2.93)Le seond membre de ette dernière équation peut être mis sous la forme dela dérivée ovariante d'un tenseur du deuxième ordre. Pour ela, substituons dansl'expression de Kλ donnée par (2.90), le ourant Jµ donné par (2.30) et dontl'expression est :

Kλ = Jµ Fλµ (2.94)il vient :
Kλ =

1

µ0

Fλµ∇ν F
µν (2.95)En intégrant par partie le seond membre de l'équation préédente, on obtient :

µ0Kλ = −∇ν(Fλµ F
µν) + F µν ∇ν Fλµ (2.96)Le dernier terme de l'équation (2.96) s'érit en éhangeant les indies de somma-tion µ, ν et en tenant ompte de l'antisymétrie du tenseur hamp életromagnétique :

F µν ∇ν Fλµ =
1

2
(F µν ∇ν Fλµ + F νµ∇µ Fλν) =

1

2
F µν (∇ν Fλµ +∇µ Fνλ) (2.97)D'autre part, le seond groupe des équations de Maxwell peut s'érire sous laforme :

∇ν Fλµ +∇µ Fνλ +∇λ Fµν = 0 (2.98)L'expression (2.97) s'érit alors ompte tenu de (2.98) :
F µν ∇ν Fλµ = −1

2
F µν ∇λ Fµν = −1

4
∇λ (F

µν Fµν) (2.99)42



En reportant le dernier terme de (2.99) dans la relation (2.96), on obtient :
−µ0 Kλ = ∇ν(Fλµ F

µν) +
1

4
∇λ (Fαβ F

αβ) (2.100)Changeant les indies, il vient :
−µ0 Kλ = ∇µ

(

Fλα F
αµ +

1

4
gµλ Fαβ F

αβ

) (2.101)Cette dernière expression de Kλ permet d'introduire un tenseur symétrique, ap-pelé tenseur d'impulsion-énergie du hamp életromagnétique, à savoir :
Mλµ =

1

µ0 c2

(

1

4
gλµ Fαβ F

αβ − Fλα F
α
µ

) (2.102)En ayant ε0 µ0 c
2 = 1, on peut aussi érire :

Mλµ = ε0

(

1

4
gλµ Fαβ F

αβ − Fλα F
α
µ

) (2.103)Compte tenu de (2.102), les équations fondamentales (2.93) du mouvement d'unmilieu ontinu ontenant des harges életriques s'érit alors sous la forme :
∇µ (P

λµ +Mλµ) = 0 (2.104)Le tenseur impulsion-énergie P λµ pour un milieu ontinu a pour origine les foresde masse et les fores super�ielles ; le tenseur Mλµ est lié aux fores életromagné-tiques agissant sur les partiules hargées. Le tenseur :
Qλµ = P λµ +Mλµ (2.105)est le tenseur impulsion-énergie total pour un milieu ontinu prenant enompte les ations életromagnétiques.2.7 Exeries2.7.1 Quadriveteur dalembertien1. L'opérateur gradient, noté∇, de l'espae à trois dimensions peut être généralisépour l'espae-temps à quatre dimensions sous la forme :

∇4 =

(

− ∂

∂ x
,− ∂

∂ y
,− ∂

∂ z
,

∂

∂ ct

)

=

(

−∇3,−
∂

∂ ct

) (2.106)où les oordonnées x, y, z, ct sont les oordonnées galiléennes.Montrer que l'opérateur ∇4 possède les propriétés d'un quadriveteur lors dupassage d'un référentiel d'inertie R à un autre R' animé d'une vitesse uniformede translation par rapport au préédent.2. Érire l'expression de la divergene d'un quadriveteur A = (A1, A2, A3, A4).43



3. Érire l'expression du dalembertien, noté �, en fontion de l'opérateur ∇4 eten déduire que � est un quadriveteur.2.7.2 Corretion1. Utilisons les formules de la transformation de Lorentz-Poinaré qui sont desformules de hangement de variables. On obtient :
− ∂

∂ x′
= γ(V )

(

− ∂

∂ x
− β

∂

∂ ct

)

; − ∂

∂ y′
= − ∂

∂ y
; − ∂

∂ z′
= − ∂

∂ z(2.107)
− ∂

∂ ct′
= γ(V )

(

∂

∂ ct
− β

∂

∂ x

) (2.108)L'opérateur dé�ni par :
∇4 =

(

− ∂

∂ x
,− ∂

∂ y
,− ∂

∂ z
,

∂

∂ ct

)

=

(

−∇3,−
∂

∂ ct

) (2.109)possède bien les propriétés de transformation d'un quadriveteur.2. La divergene d'un quadriveteur A = (A1, A2, A3, A4) s'obtient en e�etuantle "produit salaire" entre les quadriveteurs ∇4 et A. On obtient :divA = ∇4 · A = −
(

− ∂ A1

∂ x
− ∂ A2

∂ y
− ∂ A3

∂ z

)

+
∂ A4

∂ ct
(2.110)3. L'opérateur dalembertien s'obtient en e�etuant le arré salaire du quadriveteur

∇4. On obtient :
∇4 · ∇4 =

1

c2
∂2

∂ t2
−

(

∂2

∂ x2
+

∂2

∂ y2
+

∂2

∂ z2

)

=
1

c2
∂2

∂ t2
−∆ = � (2.111)Puisque l'opérateur ∇4 est un quadriveteur, sa norme est un invariant rela-tiviste. Par onséquent, le dalembertien reste invariant pour la transformationde Lorentz-Poinaré. On érira : � = �′.2.7.3 Équations fondamentales de la dynamique relativistedes milieux ontinusLes équations fondamentales de la dynamique relativiste des milieux ontinussont données par les relations (2.82), à savoir :

∇µ (ρ c
2 uλ uµ + T λµ) = Φλ (2.112)où ρ est la densité d'un volume élémentaire du milieu ontinu ; T λµ les om-posantes du tenseur des pressions ou des tensions ; Φλ est un veteur qui a pouromposantes : Φk = fk ; Φ0 = 0, où f est la fore de masse par unité de volume, deomposantes ontravariantes f i. 44



1. Érire les équations (2.112) pour λ = 0 et pour λ = k dans un système deoordonnées galiléennes S0 par rapport auquel la matière est au repos en unpoint M0 de l'espae-temps.2. Démontrer qu'on a la relation : ∂λ T 0µ = −∂λ uk T
kµ.3. Reporter dans les équations érites en (1) les expressions de ∂λ T

0µ.4. En substituant aux omposantes ui les omposantes νi selon (2.70) dans leséquations préédentes, montrer qu'on retrouve les équations (2.77) et (2.78).2.7.4 Corretion1. Pour λ = 0 et pour λ = i, les équations (2.112) s'érivent :
c2 ∂0 ρ+ c2 ρ ∂k u

k + ∂k T
0k + ∂0 T

00 = 0 (2.113)
c2 ∂0 u

i + ∂k t
ik + ∂0 T

i0 = f i (2.114)2. Les termes ∂λ T 0µ qui �gurent dans les équations (2.113) et (2.114) peuvents'érirent au point M0 :
∂λ T

0µ = ∂λ (u0 T
0µ) (2.115)Compte tenu de l'équation (2.80), on peut érire :

∂λ (u0 T
0µ) = −∂λ (T

hu uh) = −∂λ uh T
hµ (2.116)Les relations (2.115) et (2.116) nous donnent :

∂λ T
0µ = −∂λ uh T

hµ (2.117)3. En reportant les expressions de ∂λ T 0µ données par (2.117) dans les équations(2.113) et (2.114), on obtient :
c2 ∂0 ρ+ c2 ρ ∂k u

k − ∂k uh t
kh = 0 ; λ = 0 (2.118)

c2 ∂0 u
i + ∂k t

ik − ∂0 uh t
hi = f i ; λ = i (2.119)4. Les dérivées partielles ui de la vitesse unitaire sont liées aux dérivées des om-posantes νi de la vitesse de la matière, qui est nulle au point M0, par lesrelations (2.70), à savoir :

∂µ u
0 = 0 ; ∂µ u

i =
1

c
∂µ v

i (2.120)Substituons aux omposantes ui les omposantes νi données par (2.120) dansles équations (2.118) et (2.119), il vient :
c ∂0 ρ+ ρ ∂k u

k − 1

c2
∂k vh t

kh = 0 (2.121)45



c ∂0 v
i + ∂k t

ik − 1

c
∂0 vh t

ih = f i (2.122)On véri�e ainsi que les équations fondamentales de la dynamique relativistedes milieux ontinus redonnent bien les équations établies dans le as d'unsystème galiléen orthogonal.2.7.5 Quadriveteur potentielLes hamps életrique E et magnétique B onstituent des aspets parellairesd'une seule entité, le hamp életromagnétique. Il en est de même pour le poten-tiel veteur A et le potentiel salaire Φ puisque es derniers sont liés aux hampséletrique et magnétique par les équations de Maxwell.1. Déterminer les équations de propagation des potentiels életrique E et magné-tique B à partir des équations de Maxwell en imposant la ondition de jaugede Lorentz dé�nie par : divA+
1

c2
∂ Φ

∂ t
= 0 (2.123)2. On dé�nit le quadripotentiel A par :

A = (Ax, Ay, Az,Φ/c) = (A,Φ/c) (2.124)Déterminer l'équation de propagation du quadripotentiel A en partant deséquations de propagation de A et Φ.3. En déduire que le quadripotentiel est un quadriveteur. Déterminer les for-mules de transformation des omposantes de A lors du passage d'un référentield'inertie à un autre.2.7.6 Corretion1. Ave le hoix de jauge de Lorentz, les potentiels satisfont aux équations depropagation :
�A =

1

c2
∂2 A

∂ t2
−∆A = µ0 J ; �Φ =

1

c2
∂2 Φ

∂ t2
−∆Φ =

ρ

ε0
(2.125)où ρ est la densité de ourant, j, le veteur densité de ourant.2. On dé�nit le quadripotentiel A dans un référentiel R par :

A = (Ax, Ay, Az,Φ/c) = (A,Φ/c) (2.126)Le veteur A ainsi dé�ni permet de mettre la jauge de Lorentz sous la formed'une quadridivergene :
∇4 · A = 0 (2.127)46



L'équation de propagation du potentiel salaire Φ peut s'érire sous la forme :
�

Φ

c
=

ρ c

ε0 c2
= µ0 c ρ = µ0 J4 (2.128)où J4 est la quatrième omposante du quadriveteur densité de ourant J. Lequadripotentiel A permet alors de regrouper les équations de propagation despotentiels A et Φ en une seule :

�A = µ0 J (2.129)3. Il en résulte de ette dernière équation que le quadripotentielA est un quadriveteur.Le dalembertien � est un invariant relativiste et J est un quadriveteur. Dansun autre référentiel d'inertie R', le quadripotentiel a pour expression :
A′ = (A′

x, A
′

y, A
′

z,Φ
′/c) = (A′,Φ′/c) (2.130)Par onséquent, les formules de transformation des omposantes du quadriveteur

A sont données par :
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(
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Chapitre 3Idées de base de la relativité généraleConsidéré d'un point de vue mathématique, l'espae-temps plat de la relativitérestreinte n'est rien de plus qu'un ensemble dont les points représentent les po-sitions spatiotemporelles des évènements physiques. Dans un tel espae-temps, lese�ets gravitationnels sont omplètement négligés, omme si la matière n'existait pas.En relativité générale, la matière, et don la gravitation, va être prise en ompte,déformant l'espae-temps de la relativité restreinte.D'autre part, la relativité restreinte ne onsidère que des systèmes de référene entranslation uniforme les uns par rapport aux autres. Une telle restrition ne permetpas d'englober tous les types de référentiels possibles ainsi que va le faire la relativitégénérale.Un petit nombre d'idées de base, onsduisant à des hypothèses ou prinipes, vaêtre utilisé pour poser les fondements de la relativité générale. Les développementsmathématiques de es hypothèses aboutissent à des formules fondamentales appeléeséquations du hamp de gravitation ou équations d'Einstein.3.1 Il faut modi�er la loi de gravitationSelon la loi d'attration universelle, la fore d'attration qui s'exere entre deuxmasses quelonques est proportionnelle à leur produit et inversemment proportion-nelle au arré de la distane qui sépare leur entre de masse.Cette loi newtonienne n'entre ependant pas dans le adre de la relativité re-streinte ar elle n'est pas invariante par une transformation de Lorentz-Poinaré. Ilest remarquable que dès 1905, Henri Poinaré s'interroge sur la loi de la gravitationet il va reherher :Quelles modi�ations elle [la transformation de Lorentz-Poinaré℄ nousobligerait à apporter aux lois de la gravitation. C'est e que j'ai herhé àdéterminer : j'ai été d'abord onduit à supposer que la propagation de lagravitation n'est pas instantanée, mais se fait ave la vitesse de la lumière.48



Poinaré a ainsi herhé à rendre relativiste la loi de la gavitation e que d'autresferont après lui. Plusieurs essais infrutueux virent ainsi le jour avant l'avènement dela théorie de la relativité générale d'Einstein en 1915 ar es tentatives restèrent dansle adre de la relativité restreinte. Einstein, par le biais d'une généralisation à tousles repères aélérés ou non, va venir à bout de toutes les di�ultés qu'engendraitune restrition aux seuls référentiels d'inertie.3.2 Gravitation et aélération équivalentesLa loi de la dynamique de Newton postule que la résultante F des fores ap-pliquées à un orps est égale au produit de son aélération a par un oe�ientappelé masse inerte ou inertielle, notée mi, du orps : F = mi a.D'autre part, Newton introduisit e que'on appelle la masse gravitationnelle,notée Mg ou mg, dans l'expression de la loi d'attration universelle entre les orps.Cette dernière postule que le la fore F qu'exere une masse Mg sur une autre mg,est attrative et dirigée suivant la droite joignant le entre des masses, qu'elle estproportionnelle au produit des deux masses, et inversement proportionnelle au arréde la distane r qui sépare es entres : F = GMg mg/r
2.On peut onsidérer que es masses gravitationnelles, enore appelées massesgraves, agissent omme des soures qui engendrent la fore de gravitation, ou enoreomme des "harges" gravitationnelles qui s'attirent l'une l'autre.3.2.1 Prinipe d'équivalene de NewtonLa masse inerte mi ainsi que la masse gravitationnelle mg peuvent à priori êtredistintes et varier suivant la substane du orps.Newton postula, au ontraire, que le rapport entre les masses mi et mg d'unmême orps est indépendant de la substane dont il est onstitué. Il se proposa devéri�er expérimentalement la validité de son postulat à l'aide d'expérienes faitesave des pendules omportant des masses de di�érentes substanes suspendues à des�ls de même longueur. En mesurant la fréquene d'osillations des pendules, New-ton véri�a que le rapport mg/mi est indépendant de la substane formant la massedu pendule. Certes, la préision n'était que de l'ordre de 10−3 mais de nombreusesexpérienes ultérieures, jusqu'au ours du 20e sièle, ont permis d'atteindre une pré-ision de 10−12.Le rapport mi/mg est don une onstante universelle indépendante de toutesubstane partiulière. En hoisissant onvenablement un système d'unités, on peutfaire en sorte que mi = mg. Le postulat de l'égalité entre les masses inertes et gravesonstitue le prinipe d'équivalene newtonien.L'étude de la hute des orps dans le vide permet également de véri�er e priniped'équivalene. Cette expériene lassique montre que tous les orps tombent ave la49



même aélération a dans un hamp de gravitation donné. En ombinant la loi d'at-tration universelle et la loi de la dynamique de Newton, on obtient pour expressionde l'aélération : a = F/mi = (GMg/r
2)/(mg/mi). Puisque l'aélération a est uneonstante, le rapport mg/mi est identique pour tous les orps.La loi d'attration universelle présente don une aratéristique fondamentaleparmi les autres fores onnues de la physique. En e�et, l'aélération a ommuniquéeà une masse mi par une fore quelonque F , dépend en général de sa masse puisque :

a = F/mi. Par ontre un orps plaé dans un hamp de gravitation dû à une masse
Mg aquiert une aélération indépendante de sa masse puisque mg = mi,d'où : a = (GMg/r

2)3.2.2 Mesures dans des hamps de gravitation et d'aéléra-tionUn problème reste posé par ette identi�ation entre masses inerte et grave.Newton n'avait fait que onstater un résultat expérimental, puis l'avait posé ommepostulat, mais sans donner une interprétation de l'origine d'une telle identité.Pour omprendre ette dernière, imaginons les expérienes suivantes dérites parla �gure 3.1. Un masse m est suspendue à un ressort �xé dans la partie supérieured'une boîte. Lorsque la boîte se trouve immobile sur la Terre, la masse m subit unhamp de gravitation g et elle étire le resssort d'une ertaine longueur L. Imagi-nons à présent la même boîte su�samment éloignée de la Terre pour ne plus subird'in�uene gravi�que, et supposons qu'elle soit soumise à une aélération de valeur
g. Le ressort subira également un allongement identique L. Les e�ets d'un hampde gravitation ou d'un hamp d'aélération sont les mêmes. Un observateur situéà l'intérieur de la boîte ne pourra pas savoir si l'étirement du ressort est dû à lagravitation ou à l'aélération.

Figure 3.1.Dans un hamp de gravitation, l'allongement du ressort est déterminé par lamasse gravitationnelle mg du orps. Par ontre dans un hamp d'aélération, emême allongement est dû à la masse inertielle mi. Nous voyons apparaître l'égalité50



néessaire entre la masse gravitationnelle et la masse inertielle puisque l'allongement
L du ressort est identique dans les deux expérienes.3.2.3 Prinipe d'équivalene d'EinsteinC'est ette équivalene physique entre un hamp de gravitation et l'aélérationorrespondante de la boîte, elle-i pouvant être onsidérée omme un système deréférene, qui onstitue le prinipe d'équivalene d'Einstein.Ce prinipe est publié par Einstein en 1907, dans un artile intitulé : Le prinipede la relativité et les onséquenes tirés de elui-i :Nous onsidérons deux systèmes en mouvement S1 et S2. Supposons
S1 aéléré selon l'axe des X et soit γ la grandeur onstante dans le tempsde ette aélération. On suppose S2 au repos mais plaé dans un hampde gravitation homogène qui ommunique à tous les objets une aéléra-tion γ dans la diretion des X. Pour autant que nous sahions, les loisphysiques par rapport à S1 ne di�èrent pas de elle par rapport à S2. Nousn'avons par onséquent, dans l'état atuel de notre expériene, auuneraison d'admettre que les systèmes S1 et S2 di�èrent l'un de l'autre sousquelque rapport que e soit, et nous allons dans la suite faire la omplèteéquivalene physique entre un hamp de gravitation et l'aélération or-respondant du système de référene.En partiulier, si la boîte située dans un hamp de gravitation de la �gure 3.1est en hute libre ave une aélération g, tous les orps présents dans ette boîteapparaîtront omme non aélérés par rapport à elle-i. Don, par rapport à un telréférentiel, le hamp gravitationnel extérieur est "e�aé". Les lois de la physique nongravitationnelle s'appliquent don, dans e référentiel loal en hute libre, ommeelles le faisaient dans un référentiel inertiel.3.2.4 Équivalene loale entre gravitation et aélérationLa formulation de l'équivalene d'Einstein a lieu pour une aélération on-stante et un hamp de gravitation homogène. Dans e as, 'est tout le référentielaéléré qui est équivalent à tout référentiel ontenant le hamp de gravitation.On pourrait penser que, quel que soit le hamp de gravitation, il est possiblede trouver un référentiel aéléré donnant un hamp d'aélération équivalent. Cen'est pas vrai en général ; 'est le as, par exemple, du hamp de gravitation denotre planète. Celui-i est en e�et dirigé, en tout point de la surfae du globe, versle entre de la Terre. Auun système de référene aéléré ne permet de reréer latotalité du hamp de gravitation terrestre.La prinipe d'équivalene entre gravitation et aélération ne s'applique, engénéral, qu'à un espae assez limité. Ce prinipe est don le suivant :51



Un hamp de gravitation est loalement équivalent à un hamp d'a-élération.Il est don seulement possible de remplaer loalement les fores gravitation-nelles par des fores d'inertie engendrées par une aélération.3.3 Systèmes de référene équivalentsEn Relativité restreinte, on postule que les lois de la physique doivent avoir lamême forme dans tous les référentiels en translation uniforme. Ces derniers jouissentdon d'un ertain privilège par rapport à des référentiels quelonques aélérés.Or le prinipe d'équivalene met en avant le fait que les lois de la physique nedi�èrent pas selon qu'il s'agit d'un référentiel aéléré ou gravitationnel. Il existedon des référentiels qui ne sont pas eux de la Relativité restreinte.3.3.1 Critique des fondements de la méanique lassiqueLes ré�exions du physiien Ernst Mah sur les fondements de la méanique las-sique furent à l'origine de la reherhe de nouveaux prinipes de base. Dans sonouvrage de 1916, Einstein reprend les ritiques de Mah sur les insu�sanes desfondements de la méanique lassique ; il y ajoute également eux de la relativitérestreinte :Comme nous l'avons déjà signalé à plusieurs reprises, la Méaniquelassique part de e prinipe : les points matériels su�samment éloignésd'autres points matériels e�etuent un mouvement retiligne et uniformeou restent au repos. Nous avons aussi plus d'une fois fait remarquer queette loi fondamentale ne peut être valable que pour des orps de référene
K qui sont dans des états de mouvements partiuliers et qui e�etuent,les uns par rapport aux autres, un mouvement de translation uniforme.Relativement à d'autres orps de référene K ′ la loi n'est pas valable.Parmi les systèmes de référeneK ′, eux qui e�etuent un mouvement de rotationuniforme sans avoir besoin pour leur maintien d'auune ation extérieure mettentbien en évidene ette di�érene arbitraire entre référentiels.[...℄ je herhe en vain dans la Méanique lassique (ou dans la théoriede la relativité restreinte) e quelque hose de réel auquel je puisse at-tribuer le omportement di�érent des orps par rapport aux systèmes deréférene K et K ′. Newton avait déjà vu ette objetion et il herha envain à l'in�rmer. C'est E. Mah qui l'a reonnue le plus lairement etexigé, à ause d'elle, que la méanique soit établie sur une nouvelle base.Cette objetion ne peut être évitée que par une physique qui satisfait auprinipe de relativité générale. 52



3.3.2 Prinipe de relativité généraliséeOn peut alors se demander si les lois de la physique ne doivent pas pouvoir êtreexprimées, sous une même forme dans n'importe quel genre de référentiel. Pourquoi,en e�et, la nature donnerait-elle un privilège partiulier aux systèmes en translationuniforme ? Le fait de juger qu'un mouvement est uniforme dépend en e�et de l'étatde mouvement dans lequel on se trouve soi-même. Ainsi que le dit Eisntein :Qu'est-e que la Nature a à faire ave les systèmes de oordonnées etleur état de mouvement, alors que 'est nous qui les avons introduits ?Einstein va don étendre le prinipe de relativité de Poinaré et postuler quetoutes les lois de la Nature doivent avoir la même forme dans tous les référentiels.C'est le prinipe de relativité générale qui peut être exprimé de la manièresimple suivante :Tous les systèmes de référene, quel que soit leur état de mouvement,doivent être équivalents pour l'expression des lois de la Nature.Ainsi que nous allons le voir par la suite, l'idée fondamentale de e prinipe doitêtre exprimée d'une manière plus abstraite pour être tout à fait exate.3.3.3 Une idée audaieuseIl fallait une ertaine audae pour généraliser ainsi le prinipe de relativité, ar lesobservations les plus familières semblent ontredire ette généralisation. Par exmple,lorsque nous sommes dans une voiture qui roule à vive allure et que le onduteurdéélère brusquement, en donnant un oup de frein, nous sommes projetés en avant.Il paraît di�ile d'admettre que les lois de la méanique sont les mêmes dans unsystème en translation uniforme et dans un autre aéléré.Si le prinipe d'équivalene repose sur des mesures préises et des faits experi-mentaux, il n'en est pas de même du prinipe de relativité généralisée.Aunun argument basé sur l'expériene ou la théorie ne permettait de soutenire prinipe, mais Einstein le onevait sans doute omme une sorte de néessitéphilosophique, d'idéal uni�ateur. Comme toutes les hypothèses, e seront les ré-sultats expérimentaux qui devront valider ou non ette extension du prinipe derelativité.3.4 Néessité d'une géométrie non-eulidienneLa relativité générale va être édi�ée sur la base de la Relativité restreinte. Puisqueette dernière ne s'oupe que des référentiels en translation uniforme, elle ne remetpas en ause les propriétés géométriques lassiques de l'espae. Ces propriétés sont53



elles de la géométrie dite eulidienne. Pour elle-i, par exemple, la somme desangles d'un triangle est égale à 180 degrés, le rapport entre la ironférene et lediamètre d'un erle est égal à 3.14..., et. Il n'en est plus de même lorsqu'on onsid-ère des systèmes de référene aélérés auxquels on applique les lois de la Relativitérestreinte.3.4.1 Systèmes de référene en rotationDans un système de référene d'inertie rapporté à des oordonnées galiléennes,l'intervalle ds est déterminé par la relation (1.4) :
ds2 = c2 dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) (3.1)Lorsqu'on passe à tout autre référentiel d'inertie, on sait que l'expression de l'in-tervalle n'est pas a�etée. Mais si l'on passe à un référentiel non inertiel, l'expressionde ds2 n'est plus alors la di�érene des arrés des di�érentielles temporelles et spa-tiales.Considérons, par exemple, deux référentiels (Fig. 3.2) dont l'un R est supposé�xe, et l'autre R' tourne uniformément autour d'un axe ommun Oz. Un erle dansle plan Oxy du référentiel R, entré sur Oz, peut être aussi onsidéré omme unerle dans le plan Ox′y′ du référentiel tournant R'.

Figure 3.2.Appelons ω la vitesse de rotation angulaire, dirigée selon l'axe Oz. On a lesrelations suivantes entre les oordonnées des deux référentiels en rotation l'un parrapport à l'autre :
x = x′ osωt− y′ sinωt ; y = x′ sinωt+ y′ osωt (3.2)L'intervalle entre deux évènements qui ont lieu dans R' prend alors la forme :54



ds2 = [c2 −w2 (x′2 + y′2)] dt2 − (dx′2 + dy′2 + dz′2) + 2ω y′ dx′ dt− 2ω x′ dy′ dt (3.3)Quelle que soit la transformation du temps, l'expression (3.3) ne peutêtre réduite à la forme eulidienne (3.1). Cela signi�e que la géométriemême du référentiel R', vue du référentiel R, n'est pas une géométrieeulidienne. On démontre, par exemple, que le rapport entre la ironférene d'unerle de R' et son diamètre est di�érente de π (Exerie 3.9.1).3.4.2 Déalage gravitationnelDivers e�ets physiques mesurables se déduisent du prinipe d'équivalene. C'estle as, par exemple, de la variation de la fréquene d'un phénomène lumineux dansun hamp de gravitation. De la lumière émise par une soure depuis le haut d'uneboîte ayant une aélération g (Fig. 3.3) sera vue déalée vers le bleu si on l'ob-serve depuis le bas de la boîte. Un alul de méanique lassique met en évidene ephénomène. C'est e que montre Rihard Feynman dans son ouvrage : Leçons surla gravitation.

Figure 3.3.Pour de faibles vitesses de la boîte, le temps néessaire à la lumière pour parourirla distane h qui sépare la soure du réepteur vaut h/c. Pendant e laps de temps,le bas de la boîte s'est rapprohé de la soure ave une vitesse qui a augmenté de
v = gh/c. Le réepteur se déplae don par rapport à l'émetteur de sorte que ledéalage en fréquene ν s'érit :

νmesurée = νémise (1 + v/c) = νémise (1 + gh/c2) (3.4)Le signal reçu vers le bas de la boîte a une fréquene di�érente de la fréqueneémise en haut. Selon le prinipe d'équivalene, une lumière émise dans un hampgravitationnel subira le même sort que dans un hamp d'aélération. On observe55



un déalage des longueurs d'onde entre l'émission et la réeption appelé déalagegravitationnel. Lorsque le réepteur se rapprohe de la soure, on obtient un dé-alage vers le bleu ; par ontre, lorsqu'il s'en éloigne, on a un déalage vers le rouge.Il ne faut évidemment pas onfondre e déalage gravitationnel ave l'e�et Dopplerlassique qui a lieu lorsque la soure se déplae à vitesse onstante. L'e�et gravita-tionnel est beauoup plus faible que l'e�et lassique. Il a été mesuré, ave une marged'erreur assez importante, seulement à partir de 1925 lors de la déouverte d'étoilestrès denses où la gravitation est extrêmement intense. La première mesure préisen'a été obtenue en laboratoire qu'à partir de 1960.La mesure du déalage d'origine gravitationnel des fréquene est d'une grandeimportane théorique ar 'est un argument indéniable en faveur du prinipe d'équiv-alene.3.4.3 Courbure des rayons lumineuxLes rayons lumineux qui passent au voisinage d'un astre très massif, ommele Soleil, sont déviés de leur trajetoire retiligne qui se ourbe légèrement. Or,la struture de l'espae-temps de Poinaré-Minkowski est déterminée par le �nede lumière qui est partout identique. Par ontre, lors de la présene d'un hampde gravitation, le �ne de lumière est plus ou moins déformé selon le lieu où lalumière se déplae. La métrique de l'espae-temps de la relativité restreinte est alorsinsu�sante pour prendre en ompte ette variation spatiale. Il devient néessairede faire appel à un espae non eulidien pour dérire e phénomène physique deourbure du trajet de la lumière qui, de même que le déalage gravitationnel, a étémesuré ave préision.3.4.4 Systèmes de référene non inertielsLa formule (3.3) montre que pour des référentiels où règne un hamp d'aéléra-tion, le arré de l'intervalle aura une forme plus ompliquée qu'en onsidérant seule-ment des référentiels d'inertie. Dans un référentiel non inertiel, le arré de l'intervallesera une forme quadratique générale des di�érentielles des oordonnées. Reprenonsles notations (1.11) pour les oordonnées, à savoir : x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z.Le arré de l'intervalle s'érit sous sa forme la plus générale :
ds2 = g00 dx

2
0 + g01 dx0 dx1 + g02 dx0 dx2 + ...+ g32 dx3 dx2 + g33 dx

2
3 (3.5)Les seize oe�ients gαβ sont des fontions de la oordonnée temporelle et desoordonnées spatiales. Lorsqu'on utilise des systèmes de référene aélérés, les o-ordonnées x0, x1, x2, x3 sont des oordonnées urvilignes. Les quantités gαβ déter-minent toutes les propriétés de la géométrie dans haque système de oordonnéesurvilignes. Elles dé�nissent la métrique du système onsidéré. Les quantités gαβsont les les omposantes du tenseur métrique de e système ; étant dé�nies en56



haun des points de l'espae-temps, es omposantes forment le hamp de om-posantes du tenseur métrique.Les quantités gαβ sont symétriques selon les indies, gαβ = gβα, puisqu'elles sontdéterminées par la forme symétrique (3.5) où les gαβ et gβα possèdent le mêmefateur dxα dxβ. On a don seulement 10 quantités gαβ distintes en général.La géométrie d'un système de référene non inertiel dont la métrique est dé�niepar (3.5) n'est pas, en général, une géométrie eulidienne. Cette dernière n'est qu'unas partiulier des géométries possibles pour la relativité.Dans le as de la géométrie eulidienne, tous les systèmes de oordonnées urvilignesque l'on peut imaginer donnent un tenseur fondamental gαβ qui peut être ramenépar un hangement approprié de oordonnées, à la forme gαβ = δαβ . Il n'en est plusde même pour des géométries non eulidiennes. Ainsi que nous le verrons, il n'ex-iste qu'un seul espae eulidien, alors qu'on peut inventer une in�nité d'espaes noneulidiens3.5 Prinipe de relativité généraliséLa néessité d'utiliser une géométrie non eulidienne pour la desription del'espae-temps va nous amener à énoner le prinipe de relativité généralisé sousune forme plus exate que elle de la partie 3.3.2.3.5.1 Espae non eulidien : surfae sphérique à deux dimen-sionsVoyons tout d'abord un exemple d'espae non eulidien. Considérons une sphèrede rayon R, située dans l'espae ordinaire à trois dimensions. La loalisation d'unpoint M sur la surfae de ette sphère peut être exprimée, par exemple, en fontiondes oordonnées sphériques, la longitude ϕ et la olatitude θ. La sphère est entière-ment dérite si 0 6 θ < π et 0 6 ϕ < 2π.Deux tels paramètres, permettant de déterminer préisément un point sur la sur-fae de la sphère, sont appelés des oordonnées de Gauss. D'autres paramètresquelonques , u et v, peuvent évidemment être hoisis omme oordonnées urvilignessur ette surfae.Le arré ds2 de l'élément linéaire de la surfae sphérique s'érit en fontion desoordonnées de Gauss :
ds2 = R2 dθ2 +R2 sin2θ dϕ2 (3.6)La distane élémentaire ds de la surfae sphérique s'exprime en fontion de seule-ment deux paramètres. Cette surfae est un espae à deux dimensions. C'est un57



exemple d'espae de Riemann à deux dimensions.Les propriétés géométriques des �gures traées sur une telle surfae ne sont pluselles de la géométrie eulidienne. Ainsi, le plus ourt hemin d'un point A à un autrepoint B, sur la surfae sphérique, est onstitué d'un ar de grand erle passant parles points A et B. Les ars de grand erle jouent le même r�le pour la sphère que lesdroites dans le plan. Ce sont les géodésiques de la sphère qui sont les plus ourtshemins d'un point à un autre.3.5.2 Coordonnées urvilignes de GaussL'exemple de la surfae sphérique peut être étendu à une surfae ontinue deforme quelonque. Un système de oordonnées urvilignes arbitraire peut être utilisépour repérer haque point d'une surfae, l'essentiel étant d'utiliser des oordonnéesqui varient ontinûment. La géométrie sur une telle surfae sera, en général, noneulidienne.Le système de oordonnées urvilignes se généralise à des espaes ayant un nom-bre quelonque de dimensions. Chaque point de l'espae-temps à quatre dimensionspeut être ainsi repéré par quatre oordonnées. Au lieu d'employer à présent un sys-tème de référene formé par des règles rigides et des horloges, omme ela a lieu enrelativité restreinte, 'est le système de oordonnées de Gauss qui va jouer le r�le deréférentiel.Le prinipe de relativité généralisé qui a été énoné au ours de la partie 3.3.2 doitalors être remplaé par l'énoné suivant :Tous les sytèmes de oordonnées de Gauss sont en prinipe équivalentspour la formulation des lois générales de la nature.3.5.3 Covariane des lois de la natureNous avons vu, en relativité restreinte, que les lois de la physique sont ovari-antes. Cela signi�e que les équations qui expriment les lois générales de la nature setransforment en équations de même forme par appliation de la transformation deLorentz-Poinaré.Une ovariane plus omplexe existe pour les équations de la relativité générale.Ces équations doivent se transformer en équations de même forme lorsqu'on opèredes substitutions quelonques des oordonnées urvilignes de Gauss. C'est uneinvariane des lois de la nature vis-à-vis de ertaines transformations que les math-ématiiens appellent di�éomorphismes.Un di�éomorphisme est une déformation de l'espae-temps qui déplae tous lespoints de manière arbitraire. Cependant, les valeurs attahées aux points (fontions,veteurs, tenseurs, et) doivent être transportées en même temps qu'eux. L'espae-temps de départ est ainsi transformé en un autre espae-temps, di�érent du premier,58



mais qui lui est di�éomorphe.Le prinipe de relativité généralisé onsiste don en ette ovariane des équa-tions de la relativité générale qui s'exprime omme l'indi�érene de ses lois vis-à-visdes di�éomorphismes.Alors que la relativité restreinte a�rme que les lois de la physique sont les mêmesdans une lasse partiulière de référentiels, la relativité générale pose un priniped'indi�érene : les phénomènes ne se déroulent pas, en général, de la même façondans des systèmes de oordonnées di�érents, mais auun des systèmes de oordon-nées n'a de statut privilégié par rapport aux autres.3.6 La matière-énergie déforme l'espae-tempsDivers phénomènes physiques montrent que la géométrie de l'espae-temps nepeut être eulidienne. Ces phénomènes étant dus à la présene de matière et d'énergiedans l'espae-temps, il semble logique de penser que la géométrie elle-même est unedesription théorique déterminée par la matière-énergie.3.6.1 Le ontenu de l'espae pourrait déterminer sa métriqueLa remise en ause de la géométrie eulidienne au ours du 19e sièle inita lesmathématiiens à disuter des fondements de nos représentations de la nature. Bern-hard Riemann (1826-1866) présenta un mémoire, Sur les hypothèses qui serventde fondement à la géométrie, dans lequel il introduisit l'idée révolutionnaire pos-sible entre les orps matériels et l'espae :Or, il semble que les onepts empiriques, sur lesquels sont fondéesles déterminations métriques de l'étendue, le onept du orps solide etelui du rayon lumineux, essent de substituer dans l'in�niment petit.Il est don très légitime de supposer que les rapports métriques de l'es-pae dans l'in�niment petit ne sont pas onformes aux hypothèses de laGéométrie eulidienne, et 'est e qu'il faudrait e�etivement admettre,du moment où l'on obtiendrait par là une expliation plus simple desphénomènes.Ainsi, selon Riemann, le ontenu de l'espae pourrait déterminer sa métrique.C'est également Riemann qui, dans e même mémoire, introduisit le onept devariété di�érentielle à n dimensions, extension de la notion d'espae et dont nousnous servirons en relativité générale.3.6.2 L'espae non eulidien de PoinaréDans son élèbre ouvrage, la siene et l'hypothèse, Henri Poinaré publie sesré�exions sur les fondements des sienes. Dans sa partie onsarée à l'espae et lagéométrie, il reprend l'idée de Riemann et imagine un univers dans lequel la matière59



induit néessairement une géométrie non eulidienne ar les lois y sont di�érentesde elles auxquelles nous sommes aoutumés :Supposons, par exemple, un monde renfermé dans une grande sphèreet soumis aux lois suivantes : la température n'y est pas uniforme ; elleest maxima au entre, et elle diminue à mesure qu'on s'en éloigne, pourse réduire au zéro absolu quand on atteint la sphère où e monde estrenfermé.Je supposerai de plus que, dans e monde, tous les orps aient mêmeoe�ient de dilatation, de telle façon que la longueur d'une règle quel-onque soit proportionnelle à sa température absolue. Je supposerai en�nqu'un objet transporté d'un point à un autre, dont la température estdi�érente, se met immédiatement en équilibre alori�que ave son nou-veau milieu.Dans un tel monde, des êtres qui étudieraient leur univers déouvrirait unegéométrie non eulidienne. Un tel exemple d'un monde à température variable noneulidien est souvent repris de manière plus simple en imaginant un plan dont lasurfae est hau�ée de manière non homogène.3.6.3 Chronogéométrie de l'espae-tempsComment exprimer mathématiquement l'idée que les propriétés géométriques del'espae-temps sont déterminées par l'existene de la matière et de l'énergie ?Nous avons vu, par exemple, que l'expression (3.3) du ds2 d'un disque tournants'érit en fontion de la vitesse angulaire de rotation. Les gαβ qui dé�nissent lamétrique de l'espae-temps dépendent du hamp d'aélération.De manière générale, les référentiels non inertiels sont équivalents à des hampsde fore. La forme ds2, donnée par (3.5), pour des systèmes de référene non iner-tiels, s'exprime en fontion du hamp de omposantes gαβ du tenseur métrique. Enméanique relativiste, es hamps de fore sont déterminés par les gαβ. Les ara-téristiques géométriques de l'espae-temps s'identi�ent aux paramètres méaniquesd'un système non inertiel.Par suite du prinipe d'équivalene entre les hamps de gravitation et eux d'a-élération, il en résulte que tout hamp gravitationnel est également déterminé parles quantités gαβ. La présene d'un hamp de gravitation entraîne une modi�ationde la métrique non eulidienne de l'espae-temps.Ainsi se trouve fermé un triangle des équivalenes entre hamp de omposantesdu tenseur métrique, hamp de gravitation et hamp d'aélération. Cette tripleéquivalene est représentée sur la �gure 3.4.La détermination des omposantes gαβ du tenseur métrique va être leproblème entral de la relativité générale. Ce tenseur détermine en e�et60



Figure 3.4.toutes les propriétés géométriques de l'espae-temps.Puisque le temps est l'une des dimensions de l'espae-temps, on parle plut�t dehronogéométrie de l'espae-temps.3.6.4 La matière-énergie détermine la hronogéométrie del'espae-tempsL'espae-temps n'est don plus onçu en relativité générale omme un espaeabstrait formé uniquement d'espae géométrique et de temps ainsi que 'est le asen relativité restreinte. Ce sont les masses et l'énergie qui struturent l'espae-tempsqui devient néessairement non eulidien.L'e�et d'une masse n'est plus de réer une fore gravitationnelle ainsi que elaa lieu dans la théorie de Newton. La masse modi�e la hronogéométrie de l'espae-temps.Remarquons que le hangement de la métrique de l'espae-temps entraîne égale-ment le hangement de la métrique proprement spatiale. À des gαβ galiléens dansun espae-temps plat orrespond une géométrie eulidienne de et espae.Par ontre, dans un hamp de gravitation, la géométrie de l'espae devient noneulidienne. Cei onerne aussi bien les hamps gravitationnels "réels", dans lesquelsl'espae-temps est déformé, que les hamps devant leur existene à un référentiel noninertiel.Dans le as d'un hamp de gravitation variable dans le temps, non seulement lagéométrie de l'espae n'est pas eulidienne mais elle varie en outre ave le temps.Autrement dit, les rapports entre les diverses distanes géométriques subissent desvariations dans le temps.C'est le tenseur impulsion-énergie total Qλµ qui doit être la soure du hampgravitationnel. Cette hypothèse est fondée sur l'idée que la masse gravitationnelle
mg est égale, au fateur c2 près, à l'énergie totale du orps onsidéré, 'est-à-dire àl'intégrale sur l'espae de la densité d'énergie T 00. Au moins l'une des omposantesdu tenseur impulsion-énergie doit don jouer le r�le de soure pour le hamp grav-itationnel. Mais omme e dernier est dérit par les omposantes de la métrique61



gλµ, il est naturel de supposer que la soure de gλµ doit aussi avoir dix omposantesindépendantes, e qui est préisément le as du tenseur symétrique T λµ.3.7 L'espae-temps riemannienPuisque l'espae-temps est non-eulidien, divers hoix de strutures hronogéo-métriques non eulidiennes sont possibles. Le as non eulidien le plus simple est eluides espaes riemannien. Einstein a supposé que l'espae-temps est un espae deRiemann. Cette hypothèse s'est révélée partiulièrement frutueuse.3.7.1 Courbure de l'espae-tempsTout espae riemannien est aratérisé par une ertaine ourbure. Nous avonsvu, par exemple, que la surfae à deux dimensions d'une sphère de rayon R est unespae de Riemann. La ourbure C de ette surfae sphérique est dé�nie ommeétant l'inverse du arré du rayon de la sphère, soit C = 1/R2. Dans e as, la notionde ourbure se rattahe à elle d'une surfae ourbe située dans un espae extérieurplus vaste.Cependant, même si une sphère est bien "ourbée" au sens que requiert lathéorie d'Einstein, la notion de ourbure, qui existe dans l'espae-temps riemman-nien, n'est pas une ourbure de e type. C'est plut�t une déformation interne del'espae-temps qui n'a pas besoin de dimensions extérieures pour exister.Reprenons l'exemple du disque plan en rotation dont la métrique est donnée parla formule (3.3). La géométrie naturelle édi�ée par un observateur lié au disqueà l'aide des étalons de son propre système n'est pas une géométrie eulidienne.L'espae-temps lié au disque a une ertaine ourbure qui dépend du hamp d'a-élération qui règne à la surfae de e disque. Celui-i reste ependant parfaitementplan, la ourbure n'étant qu'une ertaine aratéristique physique de l'espae-temps.La ourbure est dé�nie par un tenseur de ourbure de l'espae-temps rie-mannien appelé tenseur de Riemann-Christo�el. Ce dernier ne dépend quedes dérivées des omposantes du tenseur métrique de l'espae-temps riemannien.L'espae-temps plat de la relativité restreinte ne possède pas de ourbure.Par suite du prinipe d'équivalene entre hamp d'aélération et de gravitation,la ourbure de l'espae-temps résulte également de la présene de matière-énergie. Lestatut de la ourbure de l'espae-temps se rapprohe d'ailleurs de elui de la matière.Comme ette dernière, la ourbure est loalisée, faible en un endroit, plus intenseailleurs. La distintion entre géométrie et matière-énergie s'ammenuise par suite del'existene de la ourbure qui aratérise les espaes de Riemann. La gravitation esttotalement absorbée dans la hronogéométrie.
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3.7.2 Prinipe des géodésiquesDans la partie 3.3.1, nous avons vu qu'Einstein ritique le prinipe de la inéma-tique en relativité restreinte, selon lequel les masses libres e�etuent des mouvementsretilignes et uniformes seulement dans des référentiels qui sont aux-mêmes, les unspar rapport aux autres, en mouvement de translation uniforme.Les déplaements retilignes et uniformes sont des lignes droites qui forment leplus ourt hemin d'un point à un autre, ou géodésiques, dans l'espae-temps dela relativité restreinte.En relativité générale, Einstein va postuler que dans un espae riemannien, lesmasses et le rayonnement élétromagnétique, lorsqu'ils ne sont soumis qu'à la seulegravitation, e�etuent des mouvements en suivant néessairement les géodésiques del'espae-temps riemannien. C'est le prinipe des géodésiques.Ce dernier postulat s'inspire de elui d'équivalene entre aélération et gravi-tation. Après avoir fait remarquer qu'un déplaement retiligne dans un référentield'inertie devient un déplaement urviligne dans un système de référene aéléré,Einstein fait la remarque suivante :Mais on obtient un résultat nouveau d'une importane fondamentalequand on applique une onsidération analogue à un rayon de lumière. Parrapport au orps de référene galiléen K, e rayon se propage en lignedroite ave la vitesse c. Mais par rapport à la boîte aélérée (orps deréférene K ′), la trajetoire du même rayon de lumière, omme il est failede le montrer, n'est plus une ligne droite. D'où il faut onlure que dansles hamps de gravitation les rayons lumineux se propagent généralementen dérivant des trajetoires urvilignes.Cette prévision faite par Einstein, déduite du postulat d'équivalene, ne fut véri-�ée que quelques années plus tard. Le alul que �t Einstein, à partir des équationsde la relativité générale, de la déviation d'un rayon lumineux passant au voisinagedu Soleil fut en e�et on�rmé lors de l'elipse du 29 mai 1919.Ainsi que nous le verrons par la suite, on démontre que les déplaements d'unpoint mobile dont l'aélération est nulle suivent e�etivement les géodésiques desespaes de Riemann. Un point qui se déplae suivant une géodésique est don "li-bre" bien qu'il soit soumis à la gravitation sans auune interation. Cela montrebien que la gravitation est totalement absorbée par la hronogéométrie. Tout mou-vement inertiel dans l'espae-temps de la relativité générale se ramène à déterminerles géodésiques orrespondant à un système physique donné. Il n'est nul besoin detenir ompte en plus de la gravitation qui est déjà prise en ompte dans la struturehronogéométrique de l'espae-temps.Le déplaement de la Terre autour du Soleil, par exemple, est un mouvement63



inertiel ar notre planète n'est soumise qu'à la seule gravitation. Si l'on alule latrajetoire de la Terre en utilisant l'équation des géodésiques de la relativité générale,ompte tenu de la présene du Soleil et d'autres planètes, on obtient une orbiteelliptique parourue selon les lois de Kepler.3.8 Les équations d'EinsteinLes prinipes énonés préédemment onduisent à l'idée qu'il faut trouver deséquations, appelées équations d'Einstein, pour déterminer préisément l'espaede Riemann qui orrespond à une répartition donnée des masses et de l'énergie.En d'autres termes, es équations doivent permettre de aluler les omposantes
gαβ du tenseur métrique puisque toute la desription de l'espae-temps se ramèneà la détermination d'une hronogéométrie relative à haque système physique par-tiulier. Cei détermine du même oup le hamp de gravitation du système onsidéré.Comment Einstein a-t-il déouvert les équations fondamentales de la relativitégénérale ? Tout simplement en les devinant. Toute théorie nouvelle est en e�et unedevinette pour l'intelligene humaine. Il faut évidemment de grandes onnaissaneset un esprit su�samment inventif pour résoudre une devinette di�ile. Tous lesprinipes physiques et les propriétés onnues des espaes de Riemann ne préisentpas le lien mathématique qui existe entre les postulats et le monde physique. RihardFeynman (1918-1988), prix Nobel de physique 1965 pour ses travaux sur l'életro-dynamique quantique, nous le dit dans ses Leçons sur la gravitation :Ce que �t Einstein fut tout bonnement de deviner e lien. Il est im-possible de le déduire de prinipes plus fondamentaux.Les équations d'Einstein onstituent don un postulat supplémentaire, largementindépendant du prinipe d'équivalene. Outre la validation des prinipes énonéspréédemment, les règles du jeu qui permettent d'obtenir es équations sont assezvagues.D'une part, on sait que l'espae-temps eulidien peut exister dans la nature àgrande distane de toute matière exerçant une attration gravitationnelle. Les équa-tions herhées doivent don onduire à une gravitation nulle, don une ourburenulle, lorsque les oordonnées tendent vers l'in�ni.D'autre part, il faut que les équations hronogéométriques permettent de retrou-ver la gravitation newtonienne en présene de hamps peu intenses.De plus, le hamp de gravitation et la matière doivent ensemble satisfaire à laloi de onservation de l'impulsion-énergie.Les grands prinipes de base ainsi que les onditions préédentes, si vagues en ap-parene, sont su�santes pour déterminer d'une manière presque univoque les équa-64



tions herhées.Les équations d'Einstein s'appliquent à tous les problèmes dans lesquels inter-vient la gravitation ; hute des orps, orbites des planètes et des satellites naturelsou arti�iels, mouvement des étoiles dans une galaxie, des galaxies dans un amas,et. Ces équations permettent d'envisager une osmologie non pas fondée sur deshypothèses hasardeuses mais omme une étude de l'espae-temps dans l'ensemblede l'Univers.Il est remarquable que la théorie des hamps de gravitation édi�ée sur la base dela théorie de la relativité générale ait été onstruite par Einstein par voie purementdédutive. C'est seulement par la suite qu'elle a été on�rmée par des test tirésd'observations astronomiques.3.9 Exeries3.9.1 Géométrie à bord d'un disque tournantLa relativité restreinte ne s'applique pas, en prinipe, au disque tournant, puisqu'ilne onstitue pas un système d'inertie. On peut ependant étendre ette théorie enonsidérant un disque tournant S où les instruments de mesure sont a�etés parla fore entrifuge. Cependant, les valeurs des étalons de longueur et de temps parrapport à S seront dé�nies en supposant que toutes les orretions que néessitentles fores propres aux systèmes aélérés ont été e�etuées. Cela revient à postulerqu'après orretion des e�ets propres aux aélérations, les règles liées au disquetournant sont uniquement soumises à une ontration de Lorentz.Soit S0 un système galiléen par rapport auquel le disque S est animé d'une vitessede rotation ω. Choisissons un système de oordonnées polaires (r, θ). La distaneentre deux points in�niment voisins (r, θ) et (r+ dr, θ+ dθ) du système S, mesuré àl'aide de l'étalon de longueur du système S0 est toujours :
dσ2 = dr2 + r2 dθ2 (3.7)pour un observateur de S0.Pour un tel observateur, l'étalon de longueur dl de S plaé dans une diretionradiale quelonque aura une longueur unité puisqu'il n'est pas animé d'une quel-onque vitesse de translation dans le sens de sa longueur. Par ontre, si et étalonde longueur est dirigé selon une perpendiulaire au rayon du disque, en un pointsitué à une distane r du entre de rotation, et étalon possède une vitesse dans lesens de sa longueur : v = r ω et subit une ontration de longueur.1. Déterminer, pour un observateur de S0, l'expression de la distane entre lesdeux points (r, θ) et (r + dr, θ + dθ), mesurée ave les étalons de longueur liésau système aéléré S. 65



2. Comparer la ironférene d'un erle de rayon r mesurée dans S0 ave elledu même erle mesurée dans S.3. Faire de même pour la surfae de e erle. Que peut-on en déduire quant à lagéométrie naturelle du disque ?4. Déterminer les omposantes du tenseur métrique du disque tournant S.5. Caluler les symboles de Christo�el de deuxième espèe de ette métrique.6. Caluler les équations des géodésiques du disque tournant.3.9.2 Corretion1. Lorsqu'il est plaé perpendiulairement au rayon du disque, l'étalon de longueur
dl de S subit une ontration qui pour S0, ramène sa longueur au repos dl0 àla valeur :

dl0 = dl

√

1− ω2 r2

c2
(3.8)Pour un observateur de S0, la distane entre deux points (r, θ) et (r+dr, θ+dθ)mesurée ave les étalons de longueur liés au système aéléré S, devient :

dσ2 = dr2 +
r2 dθ2

1− ω2 r2

c2

(3.9)2. Mesurée ave les étalons de S0, une ironférene de rayon r a la longueur :
s0 = r

∫ 2π

0

dθ = 2π r (3.10)Lorsque les mesures sont e�etuées à l'aide des étalons liés au disque tournant,on obtient la longueur de la ironférene en e�etuant la sommation sur les
dσ donnés par (3.9) ave r=onstante :

s =

∫

r dθ
√

1− ω2 r2

c2

=
r

√

1− ω2 r2

c2

∫ 2π

0

dθ =
s0

√

1− ω2 r2

c2

(3.11)La longueur de la ironférene d'un erle dans S est telle que s > s0.3. La super�ie du erle de rayon r est donnée par :
ST =

∫ 2π

0

∫ r

0

r dθ
√

1− ω2 r2

c2

dr =
2π c2

ω2

(

1−
√

1− ω2 r2

c2

) (3.12)La super�ie ST d'un erle de rayon r du disque tournant est supérieure àelle mesurée par un observateur de S0.66



Ces mesures sont réalisées ave des étalons liés au disque tournant. Or esétalons sont des étalons naturels que hoisirait un observateur de S, la géométrieédi�ée à l'aide de son propre système de mesure n'est pas une géométrie euli-dienne.4. La géométrie de S a pour élément linéaire :
dσ2 = gij dy

i dyj ; i, j = 1, 2 (3.13)Numérotons les oordonnées : r = y1, θ = y2. La métrique (3.13) nous donne :
g11 = 1 ; g22 =

r2

1− r2 ω2

c2

; g12 = g21 = 0 (3.14)5. Les symboles de Christo�el se alulent en utilisant la formule suivante :
Γk

j
i =

1

2
gjl (∂k gil + ∂i glk − ∂l gki) (3.15)Dans le as présent, les indies i, j, k, l, prennent les valeurs 1 et 2. Il fautd'abord aluler les omposantes ontravariantes du tenseur métrique. On note

g le déterminant de la matrie des omposantes du tenseur métrique. On a :
g =

r2

1− r2 ω2

c2

(3.16)Les ompossantes ovariantes du tenseur métrique ont pour valeurs d'après :
gik g

kj = δij (3.17)Puisque la matrie [gij℄ est diagonale, on en déduit :
g11 =

1

g
g11 = 1 ; g22 =

1

g
g22 =

1− r2ω2

c2

r2
; g12 = g21 = 0 (3.18)Par onséquent, les valeurs non nulles des symboles de Christo�el de deuxièmeespèe sont les suivantes :

Γ2
1
2 = −1

2
g11 ∂1 g22 = − r

(

1− r2ω2

c2

)2 ; Γ1
2
2 = Γ2

2
1 =

1

2
g22 ∂1 g22 =

1

r

(

1− r2ω2

c2

)(3.19)6. Les géodésiques du système S représentent les plus ourts hemins d'un pointà un autre. Elles sont données par l'équation suivante :
d2ui

ds2
+ Γk

i
j

duk

ds

duj

ds
= 0 ; i, j, k = 1, 2 (3.20)67



Pour i = 1, on obtient selon les formules (3.19) et (3.20) :
d2r

ds2
− r

(

1− r2ω2

c2

)2

(

dθ

ds

)2

= 0 (3.21)Pour i = 2, on a :
d2θ

ds2
+

2

r

(

1− r2ω2

c2

)

dr

ds

dθ

ds
= 0 (3.22)L'équation (3.22) s'érit :

d

ds

(

r2

1− r2ω2

c2

dθ

ds

)

= 0 (3.23)Cette dernière équation s'intègre sous la forme :
r2

1− r2ω2

c2

dθ

ds
= K (3.24)L'équation (3.9) peut être mise sous la forme suivante dans laquelle on reportel'expression (3.24) ; il vient en prenant dσ = ds :

(

dr

dσ

)2

= 1− r2

1− r2ω2

c2

(

dθ

dσ

)2

= 1− K2

r2

(

1− r2ω2

c2

) (3.25)d'où :
dr

dθ

dθ

dσ
=

dr

dθ

K

r2

(

1− r2ω2

c2

)

= ±
√

1− K2

r2

(

1− r2ω2

c2

) (3.26)Lorsque K = 0, on a :
dr

dσ
= 1 ;

dθ

dσ
= 0 (3.27)Les ourbes θ = ste, 'est-à-dire les rayons du disque, sont les géodésiquesde S. Lorsque K est di�érent de zéro, l'équation di�érentielle des géodésiquess'érira :

dr

dθ
= ± 1

K

r2

1− r2ω2

c2

√

1 +
K2ω2

c2
− K2

r2
(3.28)L'intégration de ette équation di�érentielle s'obtient en e�etuant un hange-ment de variable : 68



ρ =
r

K

√

1 +
K2ω2

c2
(3.29)En hoisissant l'origine a�n que θ0 = 0, on obtient pour solution de (3.28) :

θ = ± arosa
ρ

± aω2

c2

√
r2 − a2 (3.30)ave :

a =
K

√

1 +
K2ω2

c2

(3.31)Les géodésiques sont des ourbes dé�nies par (3.30) lorsque K est di�érentde zéro. En partiulier, on peut former un triangle urviligne à partir de troisgéodésiques et montrer que la somme des angles d'un tel triangle est ompriseentre zéro et π.3.9.3 Déalage spetral gravitationnelNous avons vu que la méanique lassique permet, selon Rihard Feynman, d'in-terpréter le déalage gravitationnel d'un phénomène lumineux. En onsidérant lalumière sous l'aspet quantique, nous allons voir qu'on retrouve le même phénomènede déalage vers le rouge ou le bleu.1. Un photon est émis à l'altitude z0 ave une fréquene ν0 dans le hamp gravita-tionnel d'une étoile. En utilisant l'équivalene relativiste entre masse et énergie,déterminer la "masse" du photon émis.2. Le photon atteint l'altitude z1 > z0. Soit M la masse de l'étoile, R son rayon,
G sa onstante de gravitation. Caluler l'énergie du photon à l'altitude z1 oùle photon est observé.3. Déterminer la fréquene ν du photon à l'altitude z1 en supposant que la vari-ation d'altitude est très faible devant R.4. En déduire la variation de fréquene ∆ν. Déterminer le déalage spetraldé�ni par Z = ∆ν/ν.3.9.4 Corretion1. L'énergie quantique d'un photon de fréquene ν0 est : E0 = h ν0. D'autrepart, l'équivalene entre la masse et l'énergie d'une partiule est donnée par :
E0 = mc2. On obtient ainsi la "masse" du photon :

m =
h ν0
c2

(3.32)Bien entendu, le photon n'a pas de masse mais on peut onsidérer que l'in�u-ene de la gravitation sur le photon a la même onséquene que s'il possédaitune ertaine "masse" donnée par (3.32).69



2. Pour atteindre l'altitude z1, le photon doit dépenser ontre la gravitation uneertaine énergie ∆E. Notons ∆U la variation du potentiel de gravitation entreles points d'émission et le point d'observation du photon ; on a :
∆E = m∆U (3.33)Déterminons la variation∆U de potentiel gravitationnel en fontion des paramètresde l'étoile :

∆U =
GM

R + z0
− GM

R + z1
(3.34)L'énergie du photon à l'altitude z1 est donnée par :

E = E0 −m∆U = E0 −m

(

GM

R + z0
− GM

R + z1

) (3.35)3. Pour de faibles variations d'altitude, le potentiel gravitationnel varie de :
∆U =

GM

R + z0
− GM

R + z1
= −GM

R2
(z1 − z0) (3.36)La fréquene ν du photon à l'altitude z1 est telle que : E = h ν. Les relations(3.35) et (3.36) nous donnent :

ν = ν0

(

1− m |∆U |
h

)

= ν0

(

1− mGM

R2 h
(z1 − z0)

) (3.37)4. La variation de fréquene a pour expression :
∆ν = ν0 − ν =

mGM

R2 h
(z1 − z0) (3.38)La fréquene d'émission est supérieure à elle d'observation ; la longueur d'ondeest don inférieure ; on observe un déalage du spetre vers le rouge. Le dé-alage spetral Z est dé�ni par : Z = ∆ν/ν. Ave E = mc2, on obtient :

Z =
∆ν

ν
=

GM

R2 c2
(z1 − z0) (3.39)
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Chapitre 4Espae-temps de la RelativitéGénéraleL'espae-temps de Poinaré-Minkowski qui onstitue le adre hronogéométriquede la relativité restreinte va être "déformé" par la présene de matière-énergie. Unespae-temps riemannien à quatre dimensions permet alors de dérire le nouveauadre hronogéométrique qui résulte des prinipes fondamentaux sur lesquels estbâtie la relativité générale.4.1 Espae-temps à ourbure riemannienneLe adre hronogéométrique de la relativité générale postulé par Einstein est unespae de Riemann à quatre dimensions dont les grandeurs physiques sont déritespar des tenseurs. Les onventions déjà utilisées pour les notations indiielles destenseurs de la relativité restreinte sont toujours les mêmes : les indies gres varientde 0 à 3 et les indies latins de 1 à 3.4.1.1 La variété espae-temps V4L'élément primitif de la relativité générale est onstitué par une variété espae-temps V4 à quatre dimensions sur laquelle est dé�nie une métrique riemannienne
ds2. L'expression loale de ette métrique dans un système de oordonnées xµ est :

ds2 = gαβ(x
µ) dxα dxβ (4.1)Les oe�ients gαβ sont les omposantes du tenseur métrique ; e sont des fon-tions des oordonnées xµ. Les gαβ sont appelés les potentiels de gravitationpuisque tout hamp de gravitation n'est pas autre hose qu'une modi�ation del'espae-temps et qu'il est don déterminé par les oe�ients gαβ. Par suite dessymétries : gαβ = gβα, les potentiels de gravitation sont au nombres de dix.L'expression ds dé�nie par (4.1) est dite intervalle élémentaire dans la var-iété V4. En partiulier, l'équation ds2 = 0 dé�nit, en haque point de la variété, unhyper�ne élémentaire, lieu des diretions spatiotemporelles dans lesquelles se71



propage la lumière à partir de e point.Le problème fondamental de la relativité générale onsiste à déter-miner les potentiels de gravitation orrespondant aux di�érents systèmesphysiques onsidérés.4.1.2 Métrique spatiale non eulidienneLa métrique riemannienne de l'espae-temps entraîne le hangement de la métriqueproprement spatiale. Dans un hamp de gravitation, la géométrie de l'espae de-vient non eulidienne. Cei onerne aussi bien les hamps gravitationnels dus à lamatière-énergie pour lesquels l'espae-temps a une ertaine ourbure que les hampsqui doivent leur existene à des référentiels non inertiels onservant l'espae-tempsplat.Dans le as d'un hamp de gravitation variable, non seulement la métrique del'espae n'est pas eulidienne, mais elle varie ave le temps. Cela signi�e que lesrapports entre les diverses distanes géométriques sont variables.Par onséquent, l'immobilité relative d'un ensemble de orps est généralementimpossible en relativité générale. La notion même de système de référene en rel-ativité générale va don essentiellement hanger par rapport au sens qu'il avait enrelativité restreinte. Dans ette dernière, un référentiel inertiel est onsidéré ommeformé par un ensemble de orps au repos les uns par rapport aux autres. Dans unhamp gravitationnel variable, il n'existe pas de tels ensembles de orps. C'est donun système de oordonnées de Gauss qui joue le r�le d'un référentiel de l'espae-temps riemannien.4.1.3 Temps propreNotons x0 la oordonnée temporelle et x1, x2, x3 les oordonnées spatiales d'unsystème de référene arbitraire. Comment peut-on déterminer le temps propre, noté
τ en un point donné de l'espae en fontion de la oordonnée temporelle x0 ? À ete�et, onsidérons deux évènements in�niment voisins qui ont lieu en un seul et mêmepoint de l'espae. Dans e as, l'intervalle élémentaire ds entre es deux évènementsest égal à c dτ , où dτ est la durée de temps propre entre les deux évènements. Puisque,par hypothèse : dx1 = dx2 = dx3 = 0, l'expression de la métrique (4.1) se réduit à :

ds2 = c2 dτ 2 = g00 (dx
0)2 (4.2)Le laps de temps propre entre deux évènements in�niment voisins est don :

dτ =
1

c

√
g00 dx

0 (4.3)La relation préédente permet d'obtenir la durée propre entre deux évènementsquelonques qui ont lieu en un seul et même point de l'espae :72



τ =
1

c

∫ √
g00 dx

0 (4.4)Remarquons la di�érene qui existe entre la oordonnée x0 qui ne sert qu'aurepérage des points de l'espae-temps et la mesure du temps propre en un point.4.1.4 Élément de distane spatialeDéterminons l'expression de l'élément de distane spatiale dl de l'espae-tempsriemannien. En relativité restreinte, l'élément in�nitésimal dl est dé�ni omme étantla distane spatiale entre deux évènements ayant lieu au même instant. En relativitégénérale, on ne peut déterminer dl en érivant simplement dx0 = 0 dans l'intervalleélémentaire ds. Cela tient au fait que le temps propre en di�érents points de l'espaeest diversement lié à la oordonnée temporelle x0.A�n de aluler dl, onsidérons un signal lumineux émis d'un point P1 de l'es-pae de oordonnées xα + dxα, et se dirigeant vers le point in�niment voisin P2 deoordonnées xα. Supposons que e signal soit ré�éhi instantanément au point P2, ensens inverse. Le temps néessaire, mesuré du point d'émission P1, est égal au doublede la distane entre les deux points divisé par la vitesse c.L'intervalle élémentaire ds du parours du signal lumineux entre les deux pointsest nul. Érivons le ds2 de e parours en mettant en évidene la oordonnée tem-porelle et les oordonnées spatiales ; on a :
ds2 = g00 dx

0 dx0 + 2 g0i dx
0 dxi + gik dx

i dxk = 0 (4.5)La sommation sur les lettres latines s'e�etue de 1 à 3. La résolution de l'équationdu seond degré (4.5) relativement à dx0 donne deux raines :
dx0

(1) = − 1

g00

(

g0i dx
i −

√

(g0i g0k − gik g00) dxi dxk

) (4.6)
dx0

(2) = − 1

g00

(

g0i dx
i +

√

(g0i g0k − gik g00) dxi dxk

) (4.7)Ces deux raines orrespondent respetivement à la propagation du signal lu-mineux dans une diretion puis dans l'autre entre les deux points P1 et P2. Soit x0l'instant d'arrivée du signal au point P2, alors les instants de son départ de P1 et deson retour en P1 sont respetivement x0 + dx0
(2) et x0 + dx0

(1). Le laps de temps totalentre l'émission et le retour du signal au même point P1 est alors donné par :
dx0

(1) − dx0
(2) =

2

g00

√

(g0i g0k − gik g00) dxi dxk (4.8)On obtient la durée entre l'émission et l'arrivée du signal au même point expriméeen fontion de la oordonnée de repérage temporelle x0 dans l'espae-temps. Pourobtenir le laps de temps propre entre les deux évènements, il faut, selon (4.3),73



multiplier (4.8) par (1/c)√g00. De plus, la distane dl séparant les deux points estobtenue en multipliant e laps de temps propre par c/2. On obtient �nalement :
dl2 =

(

g0i g0k
g00

− gik

)

dxi dxk (4.9)Les quantités entre parenthèses dans l'expression (4.9) sont les omposantesdu tenseur métrique tridimensionnel qui détermine les propriétés géométriques del'espae. Les omposantes gik dépendent, en général, de la oordonnée x0, de sorteque la métrique spatiale varie ave le temps. La notion de distane entre deux orpsn'est généralement valable que loalement, l'intégration de dl sur une ourbe spatialen'ayant un sens que lorsque les gik sont indépendants du temps.4.2 Prinipe d'équivaleneVoyons omment le prinipe d'équivalene entre hamp de gravitation et hampd'aélération peut s'appliquer dans l'espae-temps riemannien. Dans e but, nousallons voir que, en haque point d'un espae de Riemann, on peut dé�nir un espaeeulidien tangent ou, en d'autres termes, qu'on peut douer l'espae riemanniend'une métrique eulidienne en haun de ses points. C'est la généralisation d'un plantangent en haque point d'une surfae sphérique.4.2.1 Métrique eulidienne tangenteL'espae-temps riemannien V4 est muni de la métrique (4.1), à savoir :
ds2 = gαβ dx

α dxβ (4.10)SoitM0 un point de V4 de oordonnées (xα)0. On appellemétrique eulidiennetangente au point M0 à la métrique (4.10), la métrique dé�nie par un élémentlinéaire eulidien :
ds2 = γαβ dx

α dxβ (4.11)onstruit ave les mêmes oordonnées xα et tel que pour (xα)0, on ait :
(γαβ)0 = (gαβ)0 (4.12)La manière la plus simple de trouver une métrique eulidienne répondant à ettedé�nition est de hoisir des oe�ients de l'élément linéaire (4.11) onstants, àsavoir : γαβ = (gαβ)0. Dans e as, on est ertain que la métrique est eulidienne ;en hoisissant un hangement onvenable des oordonnées, on obtient une métriqueoù les oe�ients de l'élément linéaire sont tous égaux à δik.Pour que la notion de métrique tangente soit indépendante du système de oor-données, on est amené à faire une onvention supplémentaire sur les oe�ients gαβde la métrique d'un espae de Riemann.74



À et e�et, onsidérons un hangement de système de oordonnées, en faisantpasser des xα à de nouvelles oordonnées xα′ . Les omposantes du tenseur métriquede l'espae eulidien tangent sont égaux à γαβ = (gαβ)0 dans le système xα et à
γα′β′ = (gα′β′)0 dans le système xα′ . Les formules générales de transformation desomposantes ovariantes d'un tenseur lors d'un hangement de oordonnées nousdonnent les relations :

γαβ = (gαβ)0 = (∂α x
µ′

)0 (∂β x
ν′)0 (gµ′ν′)0 (4.13)Pour que la notion de métrique tangente eulidienne soit indépendante du sys-tème de oordonnées utilisées, il faut et il su�t que les relations (4.13) soientvéri�ées. On est don amené à faire la onvention suivante : dans tout hangementde oordonnées, les oe�ients gαβ de la métrique d'un espae de Riemann se trans-forment selon la loi :

γαβ = ∂α x
µ′

∂β x
ν′ gµ′ν′ (4.14)Ave une telle onvention, la notion de métrique tangente eulidienne aquiertun aratère intrinsèque, indépendant du système de oordonnées.4.2.2 Système inertiel loalLa métrique tangente eulidienne en un point M0 dé�nit un espae eulidienqu'on appelle l'espae eulidien tangent en M0 à l'espae de Riemann onsidéré.En fait, il existe une in�nité de métriques eulidiennes tangentes en un point donné etpar onséquent une in�nité d'espaes eulidiens tangents en M0. Cependant, ommeon utilisera seulement par la suite uniquement les propriétés ommunes à tous lesespaes eulidiens, on peut parler sans inonvénient de l'espae eulidien tangent enun point.L'existene d'un tel espae eulidien tangent permet de le hoisir en tant quesystème de référene loalement inertiel. En onséquene, e système de référeneexlut tout hamp de gravitation dans le volume in�niment petit de l'espae-tempsdonné. La possibilité d'un tel hoix de référentiel est préisément l'expression duprinipe d'équivalene de la relativité générale.En e�et, selon e prinipe, tout hamp de gravitation homogène et uniforme peutêtre annulé à l'aide d'un hoix judiieux de oordonnées. D'autre part, dans le asd'un hamp de gravitation ni homogène ni uniforme, il existe toujours une éhellede temps et de distane telles qu'il peut être approximativement onsidéré ommehomogène et uniforme. Il est alors possible d'annuler très loalement dans le tempset l'espae les e�ets de gravitation.Dans un système de référene loalement inertiel, les lois de la physique sont leslois relativistes dans l'espae-temps E4 de Poinaré-Minkowski. Pour déterminer eslois dans l'espae-temps V4 de la relativité générale, il sera très souvent possible de lefaire en partant des lois de la relativité restreinte. Pour ela, les indies relatifs aux75



oordonnées retilignes de l'espae-temps E4 sont onservés mais es oordonnéespeuvent être remplaées dans V4 par n'importe quel autre système. D'autre part, lesdérivées lassiques ∂α seront remplaées par des dérivées ovariantes ∇α. C'est eque nous avons déjà vu, par exemple, pour l'équation de onservation de l'életriité(2.43) érite en oordonnées retilignes réduites : ∂α Jα = 0, et qui se transforme en
∇α J

α = 0 en oordonnées urvilignes quelonques.4.3 Prinipe des géodésiquesLe prinipe des géodésiques postulé par Einstein s'aorde parfaitement ave ladesription de l'espae-temps par un espae de Riemann. Nous avons vu qu'en rel-ativité générale, il n'y a plus de fore de gravitation puisque 'est la ourbure del'espae-temps qui en tient lieu. Une partiule matérielle qui serait soumise unique-ment à une fore de gravitation doit don être onsidérée omme "libre" en relativitégénérale. En onséquene, on ne peut pas distinguer son mouvement de elui d'unepartiule e�etuant un mouvement purement inertiel.La droite dérite par une partiule libre de la méanique lassique a été général-isée par Einstein en supposant que sous la seule ation de l'inertie et de la gravitation,toute partiule dérit une géodésique de l'espae-temps riemannien.4.3.1 Système di�érentiel des géodésiquesL'étude du mouvement d'un orps de masse importante dans un hamp de grav-itation est di�ile puisque e orps rée lui-même son propre hamp. Par ontre,une partiule matérielle su�sament petite plongée dans un hamp extérieur est sansin�uene sur le hamp de gravitation rée par d'autres masses beauoup plus im-portante ainsi que sur leur mouvement propre.L'utilisation d'une partiule de masse très faible dans un hamp de gravitationsimpli�e don beauoup l'étude des lois du mouvement. Une telle partiule se trouveplongée dans un hamp extérieur à elle-même qu'elle ne modi�e pas. Dans e as,Einstein a supposé que sa trajetoire est une géodésique de l'espae-temps rieman-nien.Ce n'est seulement que onze ans après avoir énoné son hypothèse des géodésiques,en 1927, qu'Einstein et Grommer ont réussi à démontrer qu'une partiule qui sedéplae dans un hamp extérieur, devrait dérire une géodésique de e hamp, aupremier ordre. Les trajetoires des partiules dans un hamp extérieur de gravitationsont don dérites par le système di�érentiel suivant :
d2xα

ds2
+ Γχ

α
β

dxβ

ds

dxχ

ds
= 0 (4.15)Les symboles de Christo�el qui �gurent dans es équations doivent être déter-minés en fontion des oe�ients gαβ de la métrique (4.1) de l'espae-temps on-sidéré. 76



4.3.2 Approximation newtonienneDans le as de faibles vitesses des partiules dans un hamp de gravitation, leséquations relativistes du mouvement doivent se réduire aux équations orrespon-dantes non relativistes. Si les vitesses sont faibles, ela signi�e que le hamp degravitation lui-même est faible sinon les partiules aquerraient de grandes vitesses.Cette ironstane permet de déterminer les omposantes g00 du tenseur métriquedans e as limite.En méanique non relativiste, le mouvement d'une partiule dans un hamp degravitation est déterminé par la fontion de Lagrange, ou lagrangien, qui s'érit dansun référentiel d'inertie :
L =

1

2
mv2 −mΦ (4.16)La fontion Φ est une fontion des oordonnées et du temps aratérisant lehamp et est appelée le potentiel de gravitation. Dans le as d'une masse Misolée, le potentiel Φ à la distane r du entre de ette masse est donné par :

Φ = −GM

r
(4.17)où G est la onstante de gravitation.La fontion de Lagrange d'une partiule matérielle libre a pour expression, enrelativité restreinte : L = −mc2(1−v2/c2)1/2. Lorsque la vitesse v devient très petitevis-à-vis de c, le lagrangien tend vers la limite : L0 = −mc2. Pour que le lagrangiennon relativiste (4.16) devienne égal à L0 lorsque le potentiel de gravitation Φ et lavitesse v deviennent très faibles, il faut ajouter la onstante −mc2 à la fontion deLagrange ; on obtient :

L = −mc2 +
1

2
mv2 −mΦ (4.18)Le lagrangien (4.18) peut don être onsidéré omme la limite aux basses vitessesd'un lagrangien relativiste pour une partiule de masse m dans un hamp gravita-tionnel. L'ation S pour une telle partiule a, dans e as, la forme :

S =

∫

Ldt = −mc

∫
(

c− v2

2c
+

Φ

c

)

dt (4.19)D'autre part, en relativité restreinte, l'ation pour une partiule matérielle libreest donnée par : S = −mc
∫

ds. Comparant ette dernière expression ave (4.19),on voit que, dans le as limite onsidéré, on a :
ds =

(

c− v2

2c
+

Φ

c

)

dt (4.20)En élevant au arré et en négligeant les termes qui s'annulent lorsque c tend versl'in�ni, on obtient : 77



ds2 = (c2 + 2Φ) dt2 − dr2 (4.21)ave dr = v dt. Par onséquent, la omposante g00 du tenseur métrique est, dansle as limite onsidéré :
g00 = 1 +

2Φ

c2
(4.22)Pour une masse M située à l'origine des oordonnées, on obtient, ompte tenude l'expression (4.17) du potentiel de gravitation :

g00 = 1− 2
GM

rc2
(4.23)4.3.3 Propagation d'un rayon lumineuxLes équations des géodésiques sous la forme (4.15) ne onviennent pas à la prop-agation des rayons lumineux ar le long de leurs lignes de propagation, l'intervalle

ds est nul et tous les termes de l'équation des géodésiques deviennent in�nis. Pourobtenir une équation onvenable pour la lumière, utilisons le fait que la diretionde propagation d'un rayon lumineux est déterminée, en optique géométrique, par leveteur d'onde qui est tangent au rayon.Le quadriveteur d'onde kα peut être érit sous la forme : kα = dxα/dh, où hest un paramètre qui varie le long du rayon lumineux. Ce paramètre est déterminépar l'équation que l'on peut déduire du fait que, en relativité restreinte, le veteurd'onde ne varie pas le long d'un rayon lumineux qui se propage dans le vide, soit
dkα. En relativité générale, on aura ∇kα = 0, d'où :

dkα

dh
+ Γµ

α
λ k

µ kλ = 0 (4.24)Le paramètre h est don déterminé par es dernières équations. D'autre part,le arré du quadriveteur d'onde est nul : kα kα = 0. Soit Ψ la phase de l'ondelumineuse, le quadriveteur d'onde est tel que : kα = ∂α Ψ. En substituant ∂α Ψà kα dans la relation kα k
α = 0, on obtient l'équation de propagation d'un rayonlumineux dans un hamp de gravitation sous la forme :

gαβ ∂αΨ ∂βΨ = 0 (4.25)Cette derni�re équation, appelée équation d'eikonale, est fondamentale en op-tique géométrique.4.4 Équations d'EinsteinNous avons déjà dit que la détermination de la métrique de l'espae-temps rie-mannien onstitue le problème fondamental de la relativité générale. Ce sont ene�et les omposantes gαβ du tenseur métrique ainsi que les symboles de Christo�el,obtenus à partir des gαβ, qui interviennent dans toutes les équations de la relativité78



générale. La détermination des gαβ pour un système physique donné est obtenue àpartir des équations d'Einstein ou équations du hamp de gravitation.4.4.1 Déformation de l'espae-temps de la relativité restreinteAvant de déterminer les équations d'Einstein, reprenons quelques ommentairesde T. Damour à propos de la relativité générale :On peut résumer la théorie de la relativité générale, ou théorie de lagravitation d'Einstein, en une phrase : l'Espae-Temps est une strutureélastique qui est déformée par la présene en son sein de Masse-Énergie.En e qui onerne la représentation de ette déformation, T. Damour ritiquel'image lassique qui traîne dans de nombreux ouvrages ou artiles, à savoir :Celle d'une balle massive posée sur une toile élastique, et la déformantsous son poids ... [Cette image℄ suggère que la déformation de la toile nepeut se penser que omme une ourbure dans un espae extérieur à latoile, et aussi que ette déformation n'existe que grâe à un hamp gravi-tationnel extérieur s'exerçant sur la balle. Or, justement, e qui fait toutle sel de la théorie d'Einstein, 'est que la déformation de l'espae-tempsest une a�aire purement interne à et espae-temps, et n'a pas besoin dedimensions extérieures pour être pensée.A�n de rendre intuitive la détermination de ette déformation, T. Damour pro-pose de présenter la théorie de la gravitation d'Einstein omme une généralisation dela loi d'élastiité de Hooke. Rappelons que, selon ette dernière, la déformation d'unestruture élastique est proportionnelle à la tension qui s'exere sur ette struture.Le oe�ient de proportionnalité mesure l'élastiité de la struture onsidérée. T.Damour résume alors la démarhe d'Einstein :C'est, semble-t-il, à Zurih, au mois d'août 1912, qu'Einstein �t un"pas" oneptuel très important vers la onstrution de la relativité générale.Il omprit essentiellement e que nous avons expliqué i-desus, 'est-à-dire :(i) que le hamp gravitationnel est équivalent à une déformation de lagéométrie de l'espae-temps, et doit don se dérire par les dix om-posantes du "tenseur géohronométrique" g,(ii) que la soure du "hamp g" est la distribution de masse-énergie, d'im-pulsion et de tension dérite par un objet à dix omposantes, le tenseurd'énergie-tension T, et en�n,(iii) que l'équation fondamentale de la gravitation relativiste doit avoir laforme qu'une loi d'élastiité de l'espae-temps.Ainsi que le préise T. Damour dans une note, Einstein n'a jamais utilisé l'ex-pression de la loi d'élastiité de l'espae-temps, mais que e n'est pas trahir l'idée79



entrale de sa théorie, mais plut�t l'élairer, en utlisant ette image.4.4.2 Contraintes imposées aux équations d'EinsteinLes équations d'Einstein permettant de dérire l'espae-temps riemannien on-stituent un postulat supplémentaire, indépendant du prinipe d'équivalene ainsi queelui des géodésiques. Ces équations pourraient don être posées a priori. Cependant,leur déouverte a naturellement été orientée a�n de satisfaire ertaines ontraintesque nous allons passer en revue.Contrainte newtonienne : les équations de la gravitation relativiste doivent seréduire à l'équation de Poisson à la limite newtonienne. Ce passage à la limite s'ef-fetue lorsque les vitesses de toutes les partiules dans un hamp de gravitation sontpetites, e qui exige en même temps que le hamp gravitationnel soit lui-même faible.Dans l'équation de Poisson �gure un laplaien. Par suite, on peut imposer auxéquations relativistes d'être du seond ordre en e qui onerne les dérivées dutenseur métrique gαβ . De plus, es dérivées doivent y apparaître linéairement. Lesonditions i-dessus ne sont évidemment pas absolument néessaires pour aboutir àune limite newtonienne. Ce sont ependant les onditions les plus simples mais il esttoujours possible d'en imaginer de plus ompliquées.Courbure nulle à l'in�ni : lorsqu'on s'éloigne de toute masse attrative, lagravitation devient nulle à l'in�ni. Les équations herhées doivent permettre deretrouver une gravitation nulle, don une ourbure nulle, lorsque les oordonnéestendent vers l'in�ni.Prinipe de relativité généralisé : les équations herhées doivent être o-variantes a�n de satisfaire au prinipe de relativité généralisé. Elles s'exprimerontsous forme tensorielle mais tous les tenseurs qui �gurent dans une équation doiventêtre du même ordre, autrement dit le nombre de omposantes de tous les tenseursutilisés doit être identique.De plus, si un tenseur est onservatif, il ne peut être égal à un autre tenseurque si e dernier est également onservatif. La première intuition d'Einstein fut,par exemple, de former une équation en érivant que le tenseur de Rii Rik estproportionnel au tenseur impulsion-énergie. Ce dernier est onservatif mais le tenseurde Rii ne l'est pas et ette équation ne pouvait onvenir.4.4.3 Les équations de la gravitation relativisteC'est l'intuition extraordinaire d'Einstein qui lui permit d'aboutir aux équationsrelativistes de la gravitation. Cette intuition reposait fondamentalement sur l'idéeque la ourbure d'un espae-temps riemannien a pour soure physique la matière etl'énergie, représentées par le tenseur impulsion-énergie. Il fallait don obtenir une80



ertaine relation entre la hronogéométrie gravitationnelle et sa soure.Cette ourbure est dérite par le tenseur de Riemann-Christo�el Rαβµν qui estun tenseur du quatrième ordre ; 'est la mesure la plus omplète possible de ladéformation loale d'un espae-temps ourbe. Ce tenseur ne peut ependant pasêtre identifé, à un oe�ient de proportionnalité près, au tenseur impulsion-énergietotal Qαβ donné par (2.105), ar elui-i est du seond ordre. Il faut don trouverun tenseur Sαβ tel que :
Sαβ = κQαβ (4.26)Le oe�ient de proportionnalité κ sera déterminé par omparaison ave la limitenewtonienne de l'équation (4.26). Soit G la onstante de gravitation, on a :
κ =

8πG

c4
(4.27)Par ontrations suessives du tenseur Rαβµν , on obtient le tenseur de Rii

Rαβ puis le salaire de ourbure R. Ce sont des quantités qui mesurent elles aussi ladéformation de l'espae-temps mais d'une manière inomplète. Une ombinaison dutenseur de Rii et du salaire de ourbure est donnée par le tenseur appelé tenseurd'Einstein. Il a pour expression :
Sαβ = gαµ

(

Rµ
β −

1

2
δµβ R

)

= Rαβ −
1

2
gαβ R (4.28)C'est un tenseur du deuxième ordre, de signi�ation purement hronogéométrique,qui véri�e les ontraintes énonées i-dessus, à savoir :1 - Les omposantes Sαβ du tenseur d'Einstein ne dépendent que des potentielsde gravitation gαβ et de leurs dérivées des deux premiers ordres. Ces omposantessont linéaires par rapport aux dérivées du seond ordre.2 - Le tenseur Sαβ satisfait aux équations de onservation :

∇α S
α
β = 0 (4.29)Le tenseur d'Einstein n'est pas le plus général véri�ant les onditions i-dessus.Élie Cartan a démontré que les seuls tenseurs satisfaisant aux deux onditions énon-és i-dessus sont données, à un fateur multipliatif près, par :

Sαβ = Rαβ −
1

2
gαβ R + Λ gαβ (4.30)Le système d'équations aux dérivées partielles orrespondant à (4.26) s'éritalors, ompte tenu de (4.27) et (4.30) :

Rαβ −
1

2
gαβ R + Λ gαβ =

8πG

c4
Qαβ (4.31)
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La onstante Λ est appelée onstante osmologique et ne fut introduite parEinstein que lors d'appliations à la osmologie. Les équations proposées en premierlieu par Einstein pour les potentiels de gravitation sont les suivantes :
Rαβ −

1

2
gαβ R =

8πG

c4
Qαβ (4.32)Les équations (4.32) sont appelées équations d'Einstein ou équations duhamp de gravitation. Ce sont les équations fondamentales de la relativité générale.4.4.4 Rigidité de l'espae-tempsLes équations d'Einstein, de la forme Sαβ = κQαβ , relient une déformationloale de la hronogéométrie de l'espae-temps mesurée par Sαβ à la présene detensions, dé�nies par Qαβ . Ainsi que le fait remarquer T. Damour, les équations(4.32) sont analogues aux équations fondamentales de Hooke dérivant l'élastiitéd'un milieu peu déformé.Le oe�ient κ = 8πG/c4 peut don être onsidéré omme une mesure de l'élas-tiité de l'espae-temps. Calulons un ordre de grandeur de la "onstante d'élas-tiité" κ. Dans le système international d'unités, la onstante de gravitation est égaleà : G = 6.672.10−11m3/(kg.s2) ; la vitesse de la lumière dans le vide a pour valeur :

c = 299 792.458m/s. On obtient une valeur de κ d'un ordre de grandeur égal à
10−43. Autant dire que l'élastiité de l'espae-temps est extraordinairement petiteou que, inversement, la "rigidité" de l'espae-temps est extrêmement grande. Dansson ouvrage, T. Damour onlut ainsi :Cela explique pourquoi, pendant des millénaires, on avait pu supposerque l'espae et le temps étaient des strutures "rigides", non in�uenéespar la présene d'énergie ou de tensions. Il faut onentrer d'énormesdensités d'énergie ou de tensions pour réussir à déformer de façon signi-�ative la gelée espae-temps.4.4.5 Limite newtonienneA�n de déterminer la valeur de la onstante d'élastiité κ, étudions le passage àla limite dans les équations du hamp gravitationnel onduisant à la loi d'attrationde Newton. Dans e but, les vitesses des partiules ainsi que le hamp gravitationnelsont supposés faibles.L'expression de la omposante g00 du tenseur métrique est donnée, dans le asde l'approximation newtonienne par (4.22), soit :

g00 = 1 +
2Φ

c2
(4.33)Considérons un tenseur partiulier d'impulsion-énergie P αβ d'un système maro-sopique onstitué de partiules en mouvement. La masse spéi�que de e système82



est notée ρ ; 'est la somme des masses au repos des partiules dans l'unité de volume.Dans l'équation (2.82), le tenseur d'impulsion-énergie se réduit à P αβ = ρc2 uα uβpour un tenseur de ontraintes T αβ = 0.Supposons un mouvement marosopique très lent dans le hamp de gravitation,toutes les omposantes spatiales de la quadrivitesse peuvent être onsidérées ommenégligeables ; seule la omposante temporelle n'est pas supposée nulle ; elle est telleque : u0 = −u0 = 1. Par onséquent, seule la omposante temporelle P 0
0 subsisteet elle est égale à P 0

0 = −ρc2. Le salaire P = P i
i sera égal à la même quantité

P = −ρc2.Les équations d'Einstein (4.32) s'érivent pour les omposantes mixtes :
Rα

β −
1

2
δαβ R = κP α

β (4.34)La ontration de ette dernière expression sur les indies α et β (qui varient de1 à 4), donne :
R = −κP α

α = −κP (4.35)Compte tenu de (4.35), les équations (4.34) s'érivent :
Rα

β = κ

(

P α
β −

1

2
δαβ P

) (4.36)On obtient ainsi, pour α = β = 0 :
R0

0 = −κ

2
ρc2 (4.37)Toutes les autres équations données par (4.36) s'annulent indentiquement à l'ap-proximation onsidérée.La omposante R0

0 du tenseur de Rii se alule en fontion des symboles deChristo�el à partir des formules suivantes :
Ris = Ri

k
ks = ∂kΓi

k
s − ∂sΓi

k
k + Γi

l
sΓk

k
l − Γi

l
kΓs

k
l (4.38)et

Ri
j = gik Rkj (4.39)Dans es formules, les termes qui ontiennent les produits des Γα

β
χ sont desin�niment petits du seond ordre. D'autre part, les termes où �gurent des dérivéespar rapport à xα = ct sont petits, en omparaison des autres dérivées par rapportà xα, ar elles ontiennent des puissanes supplémentaires en 1/c. En dé�nitive,l'expression de la omposante R0

0 se réduit à : R00 = −R0
0 = ∂Γ0

α
0/∂x

α. La formulesuivante donne le alul des symboles de Christo�el en fontion des gαβ :
Γk

j
i =

1

2
gjl (∂k gil + ∂i glk − ∂l gki) (4.40)83



Compte tenu des approximations sur les dérivées et de la valeur de g00 donnéepar (4.33), on obtient :
Γ0

0
0 ≃ 0 ; Γ0

i
0 = −1

2
gij

∂ g00
∂ xj

=
1

c2
∂ Φ

∂ xi
(4.41)L'expression de la omposante R0

0, ompte tenu de (4.41), est �nalement :
R0

0 = −∂ Γ0
α
0

∂ xα
= −∂ Γ0

i
0

∂ xi
= − 1

c2

3
∑

i=1

∂2 Φ

∂ xi 2
= − 1

c2
∆Φ (4.42)Reportant l'expression (4.37) de R0

0 dans (4.42), on obtient :
∆Φ =

κ

2
ρc4 (4.43)L'équation du hamp de gravitation newtonien a pour expression lassique :

∆Φ = 4πGρ (4.44)La omparaison de es deux dernières équations nous donne �nalement l'expres-sion du oe�ient d'élastiité de l'espae-temps :
κ =

8πG

c4
(4.45)Cette onstante permet ainsi de déterminer omplètement les équations d'Ein-stein. Celles-i s'appliquent à tous les problèmes dans lesquels la gravitation inter-vient de manière importante : hute des orps, déviation de la lumière, orbite desplanètes et des satellites, mouvement des étoiles, et. Ces équations vont permet-tre d'envisager une osmologie, non pas fondée sur des hypothèses arbitraires maisomme une étude de l'espae-temps dans l'ensemble de l'univers.4.5 Champ de gravitation entral symétriqueLa résolution des équations d'Einstein appliquées à un système physique donné,est extrêmement ardue. Ces équations sont au nombre de seize mais les symétriespermettent d'en réduire le nombre à dix. On a en e�et : gαβ = gβα, Rα = Rβα,

Qαβ = Qβα. Malgré ette rédution, on doit résoudre un système di�érentiel duseond ordre où les gαβ sont les inonnues à déterminer. Cependant, la onsidérationd'autres symétries physiques permet de simpli�er la résolution ainsi que nous allonsle voir dans le as d'un hamp à symétrie entrale.4.5.1 Champ à symétrie entrale dans le videC'est l'astronome Karl Shwarzshild qui, dès 1916, va trouver la première solu-tion exate des équations d'Einstein pour un hamp de gravitation entral symétrique.Un tel hamp est engendré par une distribution de matière ayant une même symétrie.C'est le as du Soleil et de ne nombreux astres. Nous étudierons d'abord le hampde gravitation dans le vide, 'est-à-dire à l'extérieur des masses qui l'engendrent.84



Dans e as, nous supposerons que le tenseur d'impulsion-énergie est égal à zéro etles équations d'Einstein (4.32) se réduisent alors à :
Rαβ −

1

2
gαβ R = 0 (4.46)La symétrie entrale du hamp signi�e que la métrique de l'espae-temps doitêtre la même pour tous les points équidistants du entre onsidéré. Si l'on a reoursà des oordonnées spatiales "sphériques" r, θ, ϕ, l'expression la plus générale del'intervalle s'érit :

ds2 = A(r, t) dr2 +B(r, t) (dθ2 + sin2θ dϕ2) + C(r, t) dt2 +D(r, t) dr dt (4.47)Les fontions A,B,C,D dépendent du "rayon veteur" r et du "temps" t. Parsuite de l'arbitraire dans le hoix du système de référene en relativité générale, onpeut hanger les oordonnées en les soumettant à n'importe quelle transformationqui ne viole pas la symétrie entrale de l'intervalle.Chosissons les oordonnées r et t de sorte que la fontion D(r, t) soit nulle etque B(r, t) soit égale à −r2. Cette dernière ondition implique que la oordonnée
r est telle que la longueur de la ironférene d'un erle, entrée sur l'origine desoordonnées, soit égale à 2πr. A�n de simpli�er les notations pour les aluls, il estommode de faire les hoix suivants : A(r, t) = −eλ, C(r, t) = c2 eν , où λ et ν sontdes fontions à déterminer de r et t. Finalement, l'intervalle ds2 hoisi s'érit :

ds2 = c2 eν dt2 − eλ dr2 − r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) (4.48)Notons les oordonnées "sphériques" sous la forme suivante : x0 = ct, x1 = r,
x2 = θ, x3 = ϕ. Les omposantes ovariantes non nulles du tenseur métrique sontalors les suivantes :

g00 = eν ; g11 = −eλ ; g22 = −r2 ; g33 = −r2 sin2θ (4.49)Ces valeurs permettent de aluler aisément les expressions des symboles deChristo�el Γα
β
χ en utilisant les formules (4.40). On alule ensuite les omposantesovariantes du tenseur de Rii Rαβ à partir des formules (4.38), puis, par ontra-tion, le salaire de ourbure R. Ces aluls, détaillés au ours de l'exerie 4.7.2,permettent d'érire les équations d'Einstein (4.46) sous forme d'équations di�éren-tielles des fontions λ(t, r) et ν(t, r). L'intégration de es équations donne les ex-pressions de λ et ν. En érivant que le hamp de gravitation devient nul à l'in�ni,on détermine la onstante d'intégration.Finalement, on obtient expliitement l'expression du arré de l'intervalle :

ds2 =

(

1− 2GM

rc2

)

c2 dt2 − 1

1− (2GM/rc2)
dr2 − r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) (4.50)Le hamp de gravitation dans le vide réé par une masse M entrale symétriqueest ainsi omplètement déterminé par (4.50).85



4.5.2 Singularité de ShwarzshildLa métrique (4.50) est valable à l'extérieur de la masse qui rée le hamp degravitation. On voit que ette métrique présente une première singularité pour r = 0,le oe�ient g00 de dt2 devenant alors in�ni.Une seonde singularité est elle pour laquelle la oordonnée est telle que :
r0 =

2GM

c2
(4.51)Cette quantité r0 est appelée le rayon gravitationnel. Dans e as, g00 s'annuleet g11 devient in�ni. On peut alors dé�nir une région singulière pour :

0 < r <
2GM

c2
(4.52)Dans ette région, les oordonnées de temps et d'espae éhangent leur r�le. Sil'on identi�e r ave une distane newtonienne, on peut montrer que ette régionsingulière est située très profondément à l'intérieur de la masse M qui rée le hampde gravitation. Or dans e domaine, la métrique (4.50) n'est plus valable puisqu'ellea été alulée en prenant un tenseur d'impulsion-énergie nul.Cette singularité de Shwarzshild n'est qu'apparente ar elle peut être élim-inée par un hoix onvenable du système de oordonnées. Mais e qui est éliminé estla singularité mathématique dans les omposantes du tenseur métrique. Par ontre,il n'en reste pas moins un phénomène physique tel que tout signal életromagnétiqueémis par une telle masse ne peut atteindre un observateur extérieur.4.5.3 Champ à symétrie entrale à l'intérieur de la matièreLes équations de la gravitation d'Einstein ne déterminent pas entièrement ladistribution et le mouvement de la matière. Ces équations n'impliquent pas l'équa-tion d'état de la matière, 'est-à-dire l'équation qui relie entre elles la densité et lapression. Outre les équations d'Einstein, il faut don se donner une équation d'étatlorsqu'on veut résoudre le problème de la gravitation à l'intérieur de la matière.Pour un système à symétrie sphérique en équilibre hydrostatique, la métriquegénérale (4.48) peut être érite sous la forme suivante :

ds2 =

(

1 +
2Φ(r)

c2

)

c2 dt2 − 1

1− (2GM(r)/rc2)
dr2 − r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) (4.53)La forme (4.53) onstitue une généralisation de l'équation (4.50) où les fontions

Φ(r) et M(r) sont à déterminer. L'utilisation de la métrique (4.53) permet le aluldu tenseur d'Einstein en fontion de Φ(r) et M(r). Les équations d'Einstein four-nissent ensuite pour es deux fontions un système d'équations ouplées, appeléeséquations de Tolman-Oppenheimer-Volkov, dépendant de la densité d'énergieet de la pression de la matière dans le système onsidéré. Ainsi, la fontion M(r)86



apparaît omme étant la masse située dans une sphère de rayon inférieur à r.La métrique de Shwarzshild (4.50) étant un as partiulier de la métrique(4.53), les deux métriques se raordent parfaitement à la surfae d'une sphère derayon donné R et de masse M . On a en e�et : Φ(R) = −GM/R, M(R) = M .4.6 Ondes gravitationnellesL'idée d'une vitesse de propagation �nie de l'attration gravitationnelle est dueà Pierre-Simon Laplae (1740-1827). Ce fut ensuite Henri Poinaré qui, en 1905, �tl'hypothèse d'une vitesse égale à elle de la lumière.Une onde gravitationnelle peut être onsidérée omme une petite perturbationqui se propage dans l'espae-temps riemannien en le déformant légèrement. Nombrede phénomènes physiques peuvent être la soure de telles perturbations puisqu'iln'y a pas de matière qui n'ait une ation gravitationnelle. Le simple mouvement desplanètes du système solaire, par exemple, est une soure d'ondes gravitationnellesextrêmement faibles. De nombreux laboratoires d'astrophysique essaient de nos joursde déteter diretement des ondes gravitationnelles.4.6.1 Équations d'Einstein linéariséesConsidérons un espae-temps riemannien dont la métrique g′αβ est onnue. Sup-posons qu'une onde gravitationnelle perturbe légèrement et espae-temps et déter-minons les perturbations hαβ qui en résulte pour la nouvelle métrique gαβ :
gαβ = g′αβ + hαβ (4.54)A�n de simpli�er ette étude, supposons que le hamp de gravitation initial soitsu�sament faible pour que la métrique soit pratiquement eulidienne. Dans e as,nous pouvons hoisir un système de référene tel que les omposantes g′αβ du tenseurmétrique soient presque égales à elles de l'espae-temps de Poinaré-Minkowski.Dans e as, nous pouvons érire :
gαβ = ηαβ + hαβ (4.55)A�n de respeter la ohérene de notre approximation, il est néessaire d'utiliserles omposantes ηαβ du tenseur métrique pour lever ou abaisser les indies. On apour les omposantes ontravariantes gαβ en posant :
gαβ = ηαβ + kαβ (4.56)Nous allons aluler le terme kαβ :

giα g
αβ = δiβ (4.57)

(ηiα + hiα) (η
αβ + kαβ) = δiβ

ηiα η
αβ + ηiα k

αβ + hiα η
αβ + hiα k

αβ = δiβ87



ηiα k
αβ + hiα η

αβ = 0 (4.58)
ηiα η

µi kαβ = −ηαβ ηµi hiα

kµβ = −ηµi ηαβ hiαSoit en posant hµβ = ηµi ηαβ hiα, on a :
gαβ = ηαβ − hαβ +O(h2

αβ) (4.59)Compte tenu des hypothèses i-dessus, et en notant :
hkj,αβ = ∂αβ hkj (4.60)nous allons aluler le tenseur d'Einstein linéarisé. Commençons par le tenseurde Rii :

Rαβ =
1

2
ηkj (hβj,αk + hαk,βj − hαβ,kj − hkj,αβ) (4.61)

=− 1

2
ηkj ∂αβ hkj +

1

2
ηkj ∂αk hβj +

1

2
ηkj ∂βj hαk −

1

2
ηkj ∂kj hαβEn posant h = ηαβ hαβ et � = ηµν ∂µν on obtient :

Rαβ = −1

2
∂αβ h+

1

2
∂αk h

k
β +

1

2
∂βj h

j
α − �

2
hαβ (4.62)Calulons maintenant le salaire de ourbure R :

R =gliRli =
1

2
ηli ηkj (hij,kl + hkl,ij − hli,kj − hkj,li) (4.63)

=ηli ηkj (hij,kl − hli,kj)Ce qui donne pour le terme ηαβ R :
ηαβ R =ηαβ η

li ηkj (hij,kl − hli,kj) (4.64)
=ηαβ ∂kl h

lk − ηαβ η
li �hli

=ηαβ ∂kl h
lk − ηαβ �hi

i

=ηαβ ∂kl h
lk − ηαβ �hFinalement, on a :

Sαβ =
1

2
(−∂αβ h+ ∂αk h

k
β + ∂βj h

j
α −�hαβ)−

1

2
(ηαβ ∂kl h

lk − ηαβ �h) (4.65)Le tenseur Sαβ peut être simpli�é en posant :88



˜hαβ = hαβ −
1

2
ηαβ h (4.66)Commençons par le terme −∂αβ h + ∂αk h

k
β + ∂βj h

j
α ; nous hoisssons une jaugepour laquelle :

∂α ˜hαβ = 0 (4.67)Nous avons alors :
∂αk h

k
β = ∂αk h̃

k
β +

1

2
∂αβ h (4.68)

∂βj h
j
α = ∂βj h̃

j
α +

1

2
∂αβ h (4.69)d'où, ave la relation de la jauge (4.67) :

− ∂αβ h+ ∂αk h
k
β + ∂βj h

j
α = (4.70)

∂αk h̃k
β + ∂βj h̃

j
α =

∂αk h̃
k
β + ∂βj giα h̃ji =

∂αk h̃k
β + ∂β giα ∂j h̃ji =

(1) ∂αk h̃
k
β (4.71)Passons aux termes −�hαβ , −ηαβ ∂kl h

kl et −ηαβ �h

(2) −�hαβ = −� ˜hαβ − 1

2
ηαβ �h (4.72)

(3) − ηαβ ∂kl h
kl = −ηαβ ∂kl h̃kl − 1

2
ηαβ ∂kl η

kl h (4.73)
= −ηαβ ∂kl h̃kl − 1

2
ηαβ �h (4.74)

(4) ηαβ �h (4.75)Ajoutons (1)+(2)+(3)+(4), on obtient don pour le tenseur d'Einstein linéarisé :
Sαβ =

1

2
(−� ˜hαβ − ηαβ ∂kl h̃kl + ∂αk h̃k

β) (4.76)Finalement, les équations d'Einstein (4.32) s'érivent :
−� ˜hαβ − ηαβ ∂kl h̃kl + ∂αk h̃k

β =
16πG

c4
Qαβ (4.77)Les équations (4.77) sont appelées équations d'Einstein linéarisées.89



4.6.2 Propagation dans le videPar analogie ave l'équation de Maxwell pour les potentiels életromagnétiques,on peut imposer une ondition de jauge de Lorentz que l'on a déjà utilisée en (4.67) :
∂α ˜hαβ = 0 (4.78)Ave ette ondition de jauge, les équations d'Einstein linéarisées s'érivent :

� ˜hαβ = −16πG

c4
Qαβ (4.79)Dans le vide, les équations de propagation du hamp de gravitation deviennent :

� ˜hαβ = 0 (4.80)C'est l'équation lassique de propagation des ondes dans le vide. Par onséquent,les hamps gravitationnels se propagent dans le vide ave la vitesse de la lumière.Considérons une onde de gravitation plane qui se propage selon une seule dire-tion de l'espae, soit l'axe x1 = x. Les équations de propagation (4.80) se réduisentà :
(

∂2

∂x2
− 1

c2
∂2

∂t2

)

˜hαβ = 0 (4.81)Cette équation admet pour solution toute fontion de t ± x/c. On démontre quees ondes de gravitation sont des ondes transverses dont la polarisation est déter-minée par un tenseur symétrique du seond ordre dans le plan perpendiulaire àl'axe des x.Comme pour les ondes életromagnétiques, les ondes gravitationnelles trans-portent une ertaine quantité d'énergie. Mais les énergies mises en jeu lors du passaged'une onde de gravitation sont extrêmement faibles. Pour une onde très intense, parexemple l'explosion d'une supernovae au entre de la Galaxie, l'énergie de passageest d'un ordre de grandeur de 10−25 joules. Autant dire que leur détetion est desplus déliates.Au ours du hapitre suivant, nous verrons que e n'est pas atuellement ladétetion direte des ondes gravitationnelles qui apporte la preuve de l'existenede telles ondes. C'est l'étude de la variation de l'orbite d'un pulsar double qui, enémettant des ondes de gravitation, perd de l'énergie et dont la mesure très préise deette variation au ours de plus de 25 années onstitue la preuve la plus remarquablede la validité de la relativité générale.
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4.7 Exeries4.7.1 Élément de distane spatiale dans un système en rota-tionConsidérons un as partiulier de hamp gravitationnel stationnaire : elui d'undisque en rotation à vitesse angulaire ω uniforme.1. On onsidère un système d'inertie "immobile" en oordonnées ylindriques r′,
ϕ′, z′, t. Érire l'expression du arré de l'intervalle dans e référentiel.2. Soient r, ϕ, z, t les oordonnées ylindriques du disque tournant dont l'axe derotation oïnide ave l'axe Oz′ du référentiel d'inertie. Déterminer l'expressiondu arré de l'intervalle dans le système de oordonnées en rotation.3. Déterminer le arré de l'élément linéaire dl de distane spatiale dans le systèmede oordonnées en rotation.4.7.2 Corretion1. En oordonnées ylindriques r′, ϕ′, z′, t, le arré de l'intervalle s'érit :

ds′2 = c2 dt2 − dr′2 − r′2 dϕ′2 − dz′2 (4.82)2. Si l'axe de rotation du disque oïnide ave l'axe Oz′ du référentiel �xe, on ales relations suivantes entre oordonnées :
r′ = r ; z′ = z ; ϕ′ = ϕ+ ωt (4.83)En alulant les di�érentielles des oordonnées (4.83), puis en élevant au arréet en substituant dans (4.82), on obtient :

ds′2 = ds2 = (c2 − ω2 r2) dt2 − 2ω r2 dϕ dt− r2 dϕ2 − dz2 − dr2 (4.84)3. L'élément linéaire spatial est obtenu à partir de la formule (4.9), à savoir :
dl2 =

(

g0i g0k
g00

− gik

)

dxi dxk (4.85)Les indies i et k varient de 1 à 3 et onernent les variables r, φ, z. On adon :
g00 = c2−ω2 r2 ; g02 = −2ω r2 ; g11 = −1 ; g22 = −r2 ; g33 = −1 (4.86)Les autres omposantes sont nulles. Compte tenu de (4.86), la formule (4.85)nous donne :

dl2 = dr2 +
4ω2 r2 − 1

c2 − ω2 r2
r2 dϕ2 + dz2 (4.87)91



4.7.3 Métrique d'un hamp de gravitation entral symétriqueC'est l'astronome Karl Shwarzshild qui dès 1916, va trouver la première solutionexate des équations d'Einstein pour un hamp de gravitation entral symétrique.Un tel hamp est engendré par une distribution de matière ayant une même symétrie.C'est le as du soleil et de nombreux astres.1. La symétrie entrale du hamp signi�e que la métrique de l'espae-temps doitêtre la même pour tous les poins équidistants du entre onsidéré. Si l'on areours à des oordonnées spatiales "sphériques" r, θ, ϕ, érire l'expression laplus générale de l'intervalle.2. Choisissons les oordonnées r et t de sorte que la fontion D(r, t) soit nulleet que B(r, t) soit égale à −r2. Cette dernière ondition implique que la o-ordonnée r est telle que la longueur de la ironférene d'un erle, entrésur l'origine des oordonnées soit égale à 2πr. A�n de simpli�er les notationspour les aluls, il est ommode de faire les hoix suivants : A(r, t) = −eλ,
C(r, t) = c2 eν , où λ et ν sont des fontions à déterminer de r et t. Déterminerl'expression de l'intervalle ds2 ave les notations ainsi hoisies.3. Érire les omposantes ovariantes du tenseur métrique en onsidérant que lesoordonnées ct, r, θ, ϕ représentent respetivement les oordonnées d'indies0, 1, 2, 3.4. Caluler les omposantes ontravariantes du tenseur métrique.5. Caluler les symboles de Christo�el de deuxième espèe orrespondant à ettemétrique.6. En onsidérant un tenseur d'impulsion-énergie égal à zéro, érire les équationsd'Einstein ave leurs omposantes mixtes.7. Intégrer les équations d'Einstein. On montrera qu'on peut hoisir λ = −ν. Laonstante d'intégration sera déterminée en omparant ave la limite newtoni-enne.8. En déduire l'expression du arré de l'intervalle ds2 permettant de détermineromplètement le hamp de gravitation dans le vide réé par une distributionde matière entrale symétrique.9. En déduire la métrique spatiale.10. Déterminer la orretion à apporter à la métrique galiléenne à de grandes dis-tanes de l'origine des oordonnées. Que peut-on en déduire pour la métriqueà grande distane de n'importe quel système de orps ?4.7.4 Corretion1. Si l'on a reours à des oordonnées spatiales "sphériques" r, θ, ϕ, on a pourl'expression la plus générale de l'intervalle, la formule (4.47) :
ds2 = A(r, t) dr2 +B(r, t) (dθ2 + sin2θ dϕ2) +C(r, t) dt2 +D(r, t) dr dt (4.88)92



2. Ave le hoix des fontions données, il vient :
ds2 = c2 eν dt2 − eλ dr2 − r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) (4.89)3. Considérons que les oordonnées ct, r, θ, ϕ représentent respetivement les o-ordonnées d'indies 0, 1, 2, 3. Les omposantes ovariantes du tenseur métriquesont données par :

g00 = eν ; g11 = −eλ ; g22 = −r2 ; g33 = −r2 sin2 θ (4.90)4. Les omposantes ontravariantes du tenseur métrique sont données par :
g00 = e−ν ; g11 = −e−λ ; g22 = −r−2 ; g33 = −r−2 sin−2 θ (4.91)5. Les symboles de Christo�el de deuxième espèe orrespondant à ette métriquese alulent en utilisant les formules générales (3.15), à savoir :

Γk
j
i =

1

2
gjl (∂k gil + ∂i glk − ∂l gki) (4.92)Les indies 0, 1, 2, 3 orrespondent respetivement aux variables ct, r, θ, ϕ.On utilise le signe prime pour désigner la dérivation par rapport à la variable

r et le point au dessus d'une lettre pour indiquer la dérivation par rapport à
ct. On obtient les valeurs suivantes :

Γ0
0
0 =

ν̇

2
; Γ1

0
0 =

ν ′

2
; Γ1

0
1 =

λ̇

2
eλ−ν (4.93)

Γ0
1
0 =

ν ′

2
eν−λ ; Γ1

1
0 =

λ̇

2
; Γ1

1
1 =

λ′

2
; Γ2

1
2 = −r e−λ ; Γ3

1
3 = −r sin2 θ e−λ(4.94)

Γ1
2
2 = Γ1

3
3 =

1

r
; Γ3

2
3 = −sin θ os θ ; Γ2

3
3 = otan θ (4.95)Les autres omposantes sont nulles, sauf elles érites i-dessus pour lesquelleson e�etue une transposition des indies k et i situés en bas des symboles deChristo�el.6. Les équations d'Einstein sont données par les relations (4.31) sous formeovariante. Elles s'érivent également ave les omposantes mixtes des tenseurssous la forme (4.34). Pour un tenseur d'impulsion-énergie égal à zéro, on a :

Rα
β −

1

2
δαβ R = 0 (4.96)Les omposantes ovariantes Ris du tenseur de Rii se alulent à partir dela formule (4.38), soit :

Ris = Ri
k
ks = ∂kΓi

k
s − ∂sΓi

k
k + Γi

l
sΓk

k
l − Γi

l
kΓs

k
l (4.97)93



Ses omposantes mixtes sont données par (4.39) :
Ri

j = gik Rkj (4.98)Le salaire de ourbure, noté R, est obtenu par ontration du tenseur de Rii,soit :
R = gisRis (4.99)L'utilisation des formules qui préèdent onduit aux équations suivantes :

e−λ

(

ν ′

r
+

1

r2

)

− 1

r2
= 0 (4.100)

1

2
e−λ

(

ν” +
ν ′2

2
+

ν ′ − λ′

r
− ν ′λ′

2

)

− 1

2
e−ν

(

λ̈+
λ̇2

2
− ν̇ λ̇

2

)

= 0 (4.101)
e−λ

(

1

r2
− λ′

r

)

− 1

r2
= 0 (4.102)

e−λ λ̇

r
= 0 (4.103)Les autres omposantes des équations d'Einstein sont identiquement nulles.7. L'équation (4.101) étant une onséquene des équations (4.100), (4.102) et(4.103), l'intégration des équations d'Einstein portent uniquement sur es troisdernières.L'équation (4.103) se réduit à :

λ̇ = 0 (4.104)Elle montre que la fontion λ ne dépend que du temps. La somme des équations(4.100) et (4.102) se réduit à λ′ + ν ′ = 0. On obtient don :
λ+ ν = f(t) (4.105)où f(t) est une fontion quelonque de t. On peut supposer que f(t) = 0 arles hoix e�etués lors de la question 2 laisse la possibilité d'ajouter à ν unefontion arbitraire. Ave f(t) = 0, on a : λ = −ν.L'équation (4.102) s'intègre failement et nous donne omme solution, omptetenu de g00 = eν :

e−λ = eν = 1 +
K

r
= g00 (4.106)La onstante d'intégration K s'obtient en onsidérant qu'à grande distaneoù le hamp de gravitation est faible, son expression devient newtonienne. La94



omposante g00 du tenseur métrique est donnée, dans le as de l'approximationnewtonienne, par (4.22), soit :
g00 = 1 +

2Φ

c2
(4.107)Les équations (4.106) et (4.107) donnent la relation :

1 +
K

r
= 1 +

2Φ

c2
(4.108)L'expression du potentiel gravitationnel est : Φ = −GM/r, M étant la massetotale du orps réant le hamp. La relation (4.106) nous donne don pourvaleur de la onstante d'intégration :

K = −2GM

c2
(4.109)8. Le arré de l'intervalle ds2 permettant de déterminer omplètement le hampde gravitation dans le vide réé par une distribution de matière entrale symétriqueest don :

ds2 =

(

1− 2GM

rc2

)

c2 dt2− 1

1− (2GM/rc2)
dr2− r2 (dθ2+ sin2θ dϕ2) (4.110)Lorsque r tend vers l'in�ni, ette métrique devient automatiquement eulidi-enne.9. La métrique spatiale est donnée par l'expression de distane spatiale :

dl2 =
1

1− (2GM/rc2)
dr2 + r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) (4.111)10. À de grandes distanes de l'origine des oordonnées, la métrique (4.110)s'érit :

ds2 = ds20 −
2GM

rc2
(dr2 + c2 dt2) (4.112)où ds0 est l'intervalle eulidien. Pour une distribution de masses quelonquesà l'origine, le hamp gravitationnel est entral symétrique à de grandes dis-tanes. Par onséquent, la orretion apportée par le dernier terme de l'équa-tion (4.112) s'ajoute à la métrique eulidienne pour n'importe quel systèmede masses lorsqu'on se trouve à des distanes su�samment grandes.
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Chapitre 5Véri�ations expérimentalesTrois tests lassiques permirent de valider rapidement la théorie einsteinienne.Il s'agit de l'avane du périhélie de Merure alulée dès 1915 par Einstein, de ladéviation des rayons lumineux au voisinage du Soleil en 1919, et du déalage spetralgravitationnel vers le rouge, dans les naines blanhes, en 1925.L'absene d'autres expérienes en laboratoire ou d'autres observations astro-nomiques engendra une ertaine désa�etion des physiiens pour la reherhe en rel-ativité générale jusque dans les années 1960. La déouverte de l'e�et Mössbauer, en1958, devait permettre la mesure en laboratoire du déalage spetral d'origine grav-itationnel. Le développement d'une astrophysique relativiste permet de nos jours devéri�er la théorie de la relativité générale ave une préision de plus en plus grande.La déouverte fortuite en 1965 du rayonnement fossile des débuts de l'Universsusita un immense intérêt envers la osmologie qui ommença à se développer surdes bases expérimentales en liaison ave la théorie relativiste. De nombreux labo-ratoires travaillent atuellement sur les modèles osmologiques issus de la relativitégénérale.5.1 Avane du périhélie de MerureLa trajetoire d'une planète isolée autour du Soleil, déterminée selon la théorienewtonienne, est une ellipse invariable. Cependant, l'observation montre que le péri-hélie d'une planète (point le plus prohe du Soleil au ours de sa trajetoire) sedéplae lentement au ours des sièles ; son orbite n'est pas �xe mais tourne lente-ment dans son plan.5.1.1 Insu�sane de la théorie newtonienneCette perturbation du mouvement elliptique de haque planète a pour ausedivers fateurs : attration des autres planètes, aplatissement éventuel du Soleil, et.On peut aluler par la méanique newtonienne lassique, la valeur de l'avane dupérihélie due à haun des fateurs mais on onstate qu'il reste un résidu inexpliqué.96



Plus la planète est prohe, plus le résidu est important. Pour Merure, on observeun résidu de l'avane du périhélie par sièle de 43.11± 00.45 seondes d'ar, pourVénus de 8.4± 4.8, et pour la Terre de 5.0± 1.2 seondes.Ces valeurs sont très petites mais elles furent su�santes pour que les astronomesles eussent mesurées ave préision et qu'elles leur posassent une énigme.C'est au 19e sièle que l'astronome Urbain le Verrier (1811-1877) (qui prévit parle alul l'existene de la planète Neptune, déouverte par la suite) établit la théoriede l'orbite de Merure en tenant ompte des perturbations dues à d'autres planètes.Le Verrier nota un petit désaord entre les observations astronomiques séulaireset ses aluls e�etués à partir de la méanique newtonienne.5.1.2 Mouvement d'une partiule dans un hamp de ShwarzshildL'étude du mouvement d'une planète dans le hamp de gravitation réé par leSoleil peut être assimilé à elui d'une petite partiule qui ne perturbe pas le hamp àsymétrie entrale sphérique étudié par Shwarzshild. La métrique de l'espae-tempsoù évolue la partiule est elle donnée par (4.50) :
ds2 = Ac2 dt2 − 1

A
dr2 − r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) (5.1)On a posé : A = 1 − 2GM

rc2
. Dans l'espae-temps onsidéré, la trajetoire d'unepartiule est une géodésique donnée par les équations (4.15) :

d2xα

ds2
+ Γχ

α
β

dxβ

ds

dxχ

ds
= 0 (5.2)Les symboles de Christo�el sont alulés à partir de la métrique de Shwarzshild(5.1). Érivons les équations (5.2) pour x2 = θ ; il vient :

d2θ

ds2
+

2

r

dr

ds

dθ

ds
− sin θ os θ(dϕ

ds

)2

= 0 (5.3)Supposons le mouvement initial tel que :
θs=0 =

π

2
;

(

dθ

ds

)

s=0

= 0 (5.4)Ces onditions initiales donnent : d2θ/ds2 = 0. On peut hoisir un système deoordonnées tel que les onditions (5.4) restent identiques au ours du mouvementqui s'e�etue dans un plan. Les autres aratéristiques de la trajetoire sont fourniespar les équations des géodésiques. Pour x0 = ct et x3 = ϕ, les équations (5.2) ontrespetivement pour solutions :
A

dt

ds
=

L

c2
; r2

dϕ

ds
=

K

c
(5.5)où L et K sont des onstantes d'intégration ; c est la vitesse de la lumière.97



Pour x1 = r, on va utiliser l'expression du ds2 donné par (5.1) et éliminer deette expression dt et ds ompte tenu de (5.5). Posant u = 1/r, on obtient unepremière équation des trajetoires :
d2u

dϕ2
+ u =

GM

K2
+

3GM u2

c2
(5.6)La première équation (5.5) nous donne : dt/ds = L/Ac2. Reportant ette dernièrerelation dans la seonde équation (5.5), il vient :

r2
dϕ

ds
= r2

dϕ

dt

dt

ds
= r2

dϕ

dt

L

Ac2
=

K

c
(5.7)Reportant la valeur : A = 1 − 2GM/rc2 dans (5.7), on obtient une seondeéquation des trajetoires :

r2
dϕ

ds
=

Kc

L

(

1− 2GM

rc2

) (5.8)Les équations (5.6) et (5.8) du mouvement de la partiule dans un hamp degravitation à symétrie sphérique sont peu di�érentes des équations de la méaniquenewtonienne qui sont les suivantes :
d2u

dϕ2
+ u =

GM

K2
; r2

dϕ

dt
= K (5.9)Les termes supplémentaires qui apparaissent dans les équations de la relativitégénérale sont très petits lorsque la vitesse de la partiule est faible devant c. C'estle as pour les mouvements des planètes autour du Soleil ; les équations relativistesdes trajetoires montrent que les orbites des planètes sont bien les géodésiques del'espae-temps riemannien.5.1.3 Avane du périhélie des planètesCalulons par approximation l'avane séulaire du périhélie des planètes. La so-lution de la première équation newtonienne (5.9) est :

u0 =
GM

K2
[1 + e os(ϕ− ω̄)] (5.10)Les paramètres e et ω̄ sont des onstantes d'intégration. Elles représentent re-spetivement l'exentriité de l'orbite de la planète et la longitude de son périhélie.Si a est la demi longueur du grand axe de la trajetoire elliptique, on a :

K2 = GMa(1 − e2) (5.11)Calulons, par approximations suessives, une solution de l'équation relativiste(5.6). Pour ela, substituons la solution (5.10), qui est une solution approhée de(5.6), dans le terme supplémentaire que fait intervenir ette dernière équation. Onobtient : 98



d2u

dϕ2
+ u ≃ 6M3G3

c2K2
e os(ϕ− ω̄) (5.12)Les autres termes ne sont pas retenus ar ils apportent une ontribution néglige-able. L'équation (5.12) admet omme solution partiulière :

u1 =
3G3M3

c2K4
e ϕ sin(ϕ− ω̄) (5.13)Une solution de seonde appproximation peut être formée par la superpositiondes solutions u0 et u1 ; on obtient :

u = u0 + u1 =
GM

K2
[1 + e os(ϕ− ω̄ − δω̄)] (5.14)où l'on a posé : δω̄ = 3G2M2ϕ/c2K2. Compte tenu de l'expression de K2 donnéepar (5.11), on a :

δω̄ =
3GM

ac2(1− e2)
ϕ (5.15)Lors de la révolution omplète d'une planète autour du Soleil, 'est-à-dire pour

ϕ = 2π, l'avane du périhélie a don pour expression :
δω̄ =

6πGM

ac2(1− e2)
(5.16)En e qui onerne la planète Merure, les aluls de méanique newtonienneompte tenu de l'ation perturbatrie des autres planètes, donnent une avane séu-laire de 5557 seondes d'ar environ. Or les observations astronomiques montrentque ette avane est en réalité de 5600 seondes d'ar environ. C'est e résidu δω̄de 43 seondes, inexpliqué par la théorie de Newton, dont rend ompte la relativitégénérale.Dans le as de Merure, l'exentriité de son orbite est relativement importante :

e = 0.2056, et son orbite est la plus prohe du Soleil, don a est la plus faible valeurdes demi axes des ellipses planétaires. Le résidu d'avane du périhélie de Merureest ainsi le plus important des planètes.L'appliation de la formule (5.16) onduit à une valeur du résidu d'avane séu-laire du périhélie de Merure égale à 43.15 seondes d'ar. Cette valeur oïnide aveles mesures astronomiques, 43.11± 0.45 seondes, ompte tenu de leur inertitudeexpérimentale.5.2 Déviation des rayons lumineuxLe hamp de gravitation de Shwarzshild permet également l'étude de la dévi-ation d'un rayon lumineux passant au voisinage du Soleil.99



5.2.1 Équation de la déviation d'un rayon lumineuxLes trajetoires des rayons lumineux sont également des géodésiques mais elles-i sont de longueur nulle :
ds = 0 (5.17)Cette ondition néessite, selon la seonde équation (5.5), que K devienne in�ni.Par onséquent, l'équation des trajetoires (5.6) pour des rayons lumineux se réduità :

d2u

dϕ2
+ u =

3GM u2

c2
(5.18)Cette dernière équation s'intégre également par approximations suessives. Lasolution de l'équation sans seond membre est :

u0 =
1

R
osϕ (5.19)dans laquelle R est une onstante d'intégration. Substituons ette solution dansle seond membre de (5.18). L'équation ainsi obtenue admet la solution partiulière :

u1 =
GM

c2R2
(os2 ϕ+ 2 sin2 ϕ) (5.20)Une solution de seonde approximation de l'équation (5.18) peut être forméepar la superposition des solutions u0 et u1, soit :

u = u0 + u1 =
1

R
osϕ+

GM

c2R2
(os2 ϕ + 2 sin2 ϕ) (5.21)Utilisons des oordonnées artésiennes : x = r osϕ, y = r sinϕ. Ave u = 1/r,l'équation (5.21) nous donne l'équation des trajetoires :

x = R− GM

c2R

x2 + 2y2
√

x2 + y2
(5.22)Le seond terme du membre de droite de (5.22) représente une très petite devia-tion du rayon lumineux par rapport à la droite x = R. Pour trouver les asymptotes,il su�t de prendre y très grand par rapport à x. L'équation (5.22) devient alors :

x = R ± 2GM y

c2R
(5.23)L'angle α des asymptotes, 'est-à-dire la déviation totale de la lumière à sonpassage dans le hamp de gravitation, est don :

α =
4GM

c2R
(5.24)Une déviation mesurable néessite la présene d'un hamp de gravitation trèsintense. La première mesure fut réalisée en 1919 en observant la déviation des rayonspassant en inidene rasante au voisinage du Soleil.100



5.3 Déalage gravitationnel de la fréquene d'un ray-onnementNous avons vu, dans la partie 3.4.2, le alul du déalage gravitationnel de lafréquene d'un rayonnement életromagnétique dans un hamp d'aélération. Parsuite du prinipe d'équivalene, la fréquene subit le même sort dans un hampgravitationnel. Une véri�ation de e phénomène a été réalisée à partir de 1925 parl'observation de la lumière émise par des étoiles de très forte densité, les nainesblanhes.5.3.1 Déalage théorique d'une fréqueneUn hamp de gravitation est dit onstant s'il est possible de trouver un sys-tème de référene tel que toutes les omposantes du tenseur métrique ne dépendentplus de la oordonnée temporelle x0 ; ette dernière sera appelée temps universel.Seul le hamp réé par un seul orps massif peut être stritement onstant. Dansun système qui omporte plusieurs orps, leur attration gravitationnelle mutuelleengendre un ertain mouvement et par la suite le hamp dans l'espae-temps n'estplus onstant.À des laps de temps universel ∆x0 identiques en di�érents points de l'espaeorrespondent ependant des laps ∆τ de temps propre di�érents. Le laps de tempspropre (4.3) qui n'est valable que pour des évènements in�niment voisins lorsque lesystème de référene est quelonque, s'étend, pour le temps universel, à des laps detemps �nis arbitraires. On peut don érire :
∆τ =

1

c

√
g00∆x0 (5.25)Dans des hamps gravitationnels faibles, la omposante g00 du tenseur métriqueest donnée par (4.22). L'expression (5.25) s'érit alors :

∆τ =
∆x0

c

√

1 +
2Φ

c2
≃ ∆x0

c

(

1 +
Φ

c2

) (5.26)Considérons un rayon lumineux qui se propage dans un hamp de gravitationonstant. Soit Ψ la phase de l'onde lumineuse ; le quadriveteur d'onde est telque : kα = ∂αΨ. La fréquene mesurée en temps universel x0/c est don égale à :
ω0 = c ∂0Ψ. Étant donné que l'équation de propagation (4.25) d'un rayon lumineuxdans un hamp onstant ne ontient pas x0 expliitement, la fréquene ω0, mesuréeen temps universel, reste onstante en tout point du hamp le long du rayon lu-mineux.Par ontre, la fréquene mesurée en temps propre est di�érente en haque pointde l'espae ; elle est égale à : ω = ∂Ψ/∂τ . La relation (5.25), nous donne :

∂Ψ

∂τ
=

∂Ψ

∂x0

∂x0

∂τ
=

∂Ψ

∂x0

c√
g00

(5.27)101



Ave ω0 = c∂0Ψ, la fréquene mesurée en temps propre est égale à :
ω = ω0

1√
g00

(5.28)Lorsque le hamp gravitationnel est faible, la formule (4.22) donne pour limitenewtonienne de la fréquene (5.28) :
ω = ω0

(

1− Φ

c2

) (5.29)Considérons un rayon de lumière émis en un point où le potentiel de gravitationest égal à Φ1 et soit ω sa fréquene mesurée en temps propre en e point. Lorsquee même rayon arrive en un autre point de potentiel de gravitation Φ2, sa fréquene
ω′ mesurée en temps propre au point d'arrivée est égale à :

ω′ =
ω

1− (Φ1/c2)

(

1− Φ2

c2

)

≃ ω

(

1 +
Φ1 − Φ2

c2

) (5.30)Chaque raie de fréquene ω d'un rayonnement passant d'un potentiel Φ1 à Φ2est ainsi déalée d'un intervalle ∆ω = ω′ − ω tel que :
∆ω =

Φ1 − Φ2

c2
ω (5.31)Si l'on observe sur la Terre un spetre émis par les étoiles où le potentiel degravitation Φ1 est bien plus intense que sur notre planète où il a une valeur Φ2, on a

|Φ1| > |Φ2|. Le potentiel Φ d'une masse M a une valeur négative donnée par (4.17).Par suite, le déalage de fréquene (5.31) est négatif et ω′ < ω ; e déalage a lieuvers les petites fréquenes, 'est-à-dire vers les grandes longueurs d'onde.Les longueurs d'onde d'un rayonnement életromagnétique émis par une étoilesont plus grandes mesurées sur Terre que mesurées sur l'étoile ; on a don un dé-alage vers le rouge.Un atome situé sur une étoile a les raies du spetre qu'il émet déplaées versle rouge par rapport aux raies du spetre terrestre qui résulte d'un même atome.Cependant les fréquenes des raies spetrales qui seraient mesurées sur l'étoile elle-même sont identiques à elles du spetre terrestre.5.3.2 Mesures du déalage gravitationnelLes premières tentatives de véri�ation du déalage gravitationnel furent réaliséesen 1925 en observant le rayonnement émis par des étoiles de très forte densité, aumoins 50 000 fois elle de l'eau, appelées naines blanhes. Mais la déterminationà la fois du rayon et de la masse de es étoiles à ette époque n'était pas très préiseet les résultats furent ontroversés.
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Ce n'est qu'à partir de 1960 que des mesures faites en laboratoire permirent devéri�er ave su�samment de préision les valeurs théoriques du déalage gravita-tionnel. De telles mesures furent possibles grâe à l'apparition de l'e�et Mössbaueren 1958.Rudolf Mössbauer, prix Nobel de physique 1961, a montré que le rayonnementémis par les noyaux exités d'un ristal porté à basse température pouvait être ab-sorbé par résonane par un ristal de même nature. La raie de résonane peut êtreextrêmement �ne. Par exemple, pour la largeur de raie γ émise lors de la transition
67Ga ⇒ 67Zn à 93 keV, on obtient : ∆ω/ω = 5.2 x 10−16. Par onséquent, l'e�etMössbauer permet d'avoir des soures su�samment mono-hromatiques pour per-mettre de déteter de très faibles perturbations induites par des variations du hampgravitationnel terrestre.Les expérienes réalisées en 1960 onsistèrent à plaer la soure de photons γà une hauteur distante d'environ 22 mètres de l'absorbeur situé en bas d'une tourde l'Université de Harvard. La variation du hamp de gravitation est extrêmementfaible mais la �nesse des raies utilisées permit de véri�er l'exellent aord entre lesvaleurs théoriques de la relativité générale et les résultats expérimentaux.5.3.3 Système de positionnement GPSL'heure indiquée par des horloges situées à di�érentes altitudes ne sera pas lamême par suite du déalage gravitationnel de l'onde transmise entre les deux hor-loges. L'amélioration onsidérable de la stabilité des horloges utilisant des masers apermis dans e domaine des mesures d'une préision remarquable.Les masers peuvent être utilisés en osillateurs hyperfréquenes doués d'une trèsgrande pureté spetrale. Le premier maser à moléule d'ammonia a été inventé en1954 et présente atuellement surtout un intérêt historique. Par la suite, le maser àhydrogène a permis de réaliser une horloge atomique qui présente la meilleure sta-bilité de fréquene à ourt et moyen terme.Une expériene spetaulaire a onsisté, en 1976, à envoyer dans une fusée unehorloge onstituée d'un maser à hydrogène jusqu'à une altitude de 10 000 km. Pen-dant toute la durée du vol aller-retour, la fréquene de l'horloge embarquée et elled'une horloge identique au sol, étaient omparées par l'éhange de signaux hertziens.Dans ette expériene, le déalage en fréquene est dû à l'e�et gravitationnel et àla dilatation du temps de la relativité restreinte. De plus, un terme orretif doitprendre en ompte la rotation de la Terre.Les résultats obtenus montrèrent que les mesures des éarts en fréquene véri�-aient parfaitement les prévisions de la relativité, tant restreinte que générale.De nos jours, des e�ets relativistes du même genre sont testés en permanenepar le système de positionnement Global Positioning System onnu sous le sigle103



GPS. Ce système utilise des horloges atomiques embarquées sur des satellites. Il per-met de déterminer les positions sur Terre à une dizaine de mètres près et le systèmeeuropéen donne une préision supérieure.Cette tehnique de positionnement néessite une onordane très préise entreles horloges embarquées et terrestres. Or, le déalage aumulé sur 24 heures parune horloge satellitaire serait d'environ 50 miroseondes pour l'e�et gravitationnelduquel il faut déduire 10 miroseondes dues à la relativité restreinte, soit un déalagejournalier de l'ordre de 40 miroseondes, durée qui est mille fois plus importanteque la préision néessaire. La mise au point de ette tehnique de positionnementnéessite don la maîtrise de tous les e�ets relativistes.5.4 Délin de l'orbite d'un pulsar doubleLa meilleure véri�ation expérimentale de l'existene des ondes gravitationnellesest sans nul doute l'étude faite depuis 1974 sur les variations de l'orbite du pulsardouble PSR 1913+16. Celui-i fut déouvert dans notre galaxie par Russel Hulse etJoseph Taylor grâe au radio télesope situé dans l'île de Puerto Rio.5.4.1 Émission radio d'un pulsarUn pulsar est une étoile à neutrons qui tourne très rapidement sur elle-même.Le hamp magnétique du pulsar est très intense en forme de dip�le. La rotation dee hamp magnétique engendre des hamps életriques qui arrahent des partiuleshargées aux alottes polaires de l'étoile à neutrons. Ces partiules subissent uneaélération onduisant à une émission radio sous forme de deux faiseaux d'une ou-verture d'environ 10 degrés, anrés aux p�les magnétiques. Si l'un des deux faiseauxest orienté de telle sorte qu'il roise la Terre, un radiotélesope le détete omme unesuite d'impulsions régulières à la fréquene qui orrespond à la vitesse de rotationdu pulsar.On a mesuré les vitesses de rotation d'environ 600 pulsars onnus dans les années1990. Ils tournent entre 640 tours par seonde et un quart de tour, du plus rapideau plus lent. Le hronométrage des pulsars onsiste à mesurer préisément les tempsd'arrivées des impulsions reçues par un radiotélesope. Ces mesures ont montré queles pulsars ralentissent lentement et que l'énergie perdue est onvertie essentiellementen radiation aux fréquenes radio omprises entre 100 et 1000 mégahertz.5.4.2 Pulsars binairesLes pulsars binaires sont formés de deux étoiles à neutrons en orbite très exen-triques ave une période de révolution de quelques heures ; par exemple, les pulsarsbinaires PSR 1534+12 et PSR 1913+16 ont respetivement pour période 10 et 8heures.
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Un tel système binaire perd de l'énergie sous forme de radiation gravitationnelleattestée par la diminution de la période orbitale mesurée par hronométrage. Deplus, les mesures de hronométrage permettent de déteter l'avane du périastre del'orbite. Cette avane est de 4.22 degrés par an, e qui est énorme omparé auxmêmes phénomènes dans le système solaire puisque l'avane du périhélie de Meruren'est que d'environ 43 seondes par sièle.La dilatation du temps dûe à la ourbure de l'espae-temps assoiée au fortpotentiel gravitationnel des deux étoiles est une autre véri�ation expérimentale dela relativité générale. Le potentiel gravitationnel d'un pulsar est en e�et énormear une étoile à neutron ayant une masse égale à elle du Soleil, dont le rayon estd'environ 700 000 km à l'équateur, est on�née dans une sphère de seulement 10km de rayon. La masse volumique au oeur d'une étoile formée d'un super�uidede neutrons dépasse 100 millions de tonnes par entimètre ube et peut peut-êtreatteindre une densité ent fois plus importante au entre de l'étoile s'il est forméd'un �uide de quarks.5.4.3 Pulsar binaire PSR 1913+16L'enregistrement des impulsions envoyées par le pulsar PSR 1913+16 a été réalisédepuis 1974. En étudiant les petites variations des impulsions enregistrées durant15 années, di�érents phénomènes relativistes en ont été déduits, en partiulier lavéri�ation de l'existene d'ondes gravitationnelles.Les di�érents paramètres du pulsar binaire résultant des mesures sont égalementdéterminés et sont les suivants : masses des pulsars, l'unité étant la masse du Soleil :1.4408± 0.0003 ; 1.3873± 0.0003 ; exentriité : e=0.6171338± 0.000004 ; périodeorbitale : P=0.322997462727 jour ; taux de variation de la période orbitale : dP/dt=(-2.4211± 0.0014) x 10−12 s/s.Le alul du taux de variation de la période orbitale en partant de la théorie de larelativité générale onduit à des valeurs très préiséement égales à elles observées.La �gure 5.1 porte en ordonnées les variations umulées, en seondes, des datesorrespondant au périastre, 'est-à-dire au point le plus prohe entre les deux pulsars.La parabole en trait plein est elle alulée à partir de la relativité générale et lespoints sont les mesures. Dans beauoup de as, les inertitudes sur les mesuressont inférieures à la largeur de la ligne en trait plein. L'absene des mesures auxalentours de l'année 1995 est due aux travaux d'amélioration des performanes duradiotélesope.5.5 Exeries5.5.1 Avane séulaire du périhélie de MerureLa formule (5.16) donne l'avane du périhélie d'une planète au ours d'unerévolution autour du Soleil, à savoir : 105



Figure 5.1.
δω̄ =

6πGM

ac2(1− e2)
(5.32)1. La masse du Soleil est : M = 1.983 x 1030 kg. Caluler, en fontion de l'ex-entriité et de la demi-longueur du grand axe de l'orbite d'une planète, laquantité δω̄ en seondes d'ar.2. Si T est la durée de révolution de la planète exprimée en jours sidéraux, déter-miner l'avane du périhélie réalisée en un sièle en fontion de T , a et e.3. On a les données suivantes pour la planète Merure : a = 5.8 x 1010m, e =

0.2056, T = 87.97 jours. Caluler l'avane séulaire, en seondes d'ar, dupérihélie de la planète Merure.5.5.2 Corretion1. La onstante de gravitation est égale à : G = 6.6725 x 10−11m3/(kg.s2) ; lamasse du Soleil : M = 1.983 x 1030 kg ; la vitesse de la lumière : 299 792 458m/s. La formule (5.16) donne les valeurs des angles en radians. Il faut dononvertir es valeurs en seondes d'ar, soit :
δω̄ =

6πGM

ac2(1− e2)

360 x 3600
2π

(5.33)On obtient :
δω̄ =

57.34 x 1010
a(1− e2)

seondes d'ar (5.34)2. Si T est la durée de révolution de la planète exprimée en jours sidéraux, l'avanedu périhélie dΩ réalisée en un sièle sera :
dΩ =

100 TTerre
Tplanète dω̄ =

36525

a(1− e2) Tplanète dω̄ seondes d'ar (5.35)106



3. En portant dans la formule (5.35) les données numériques pour la planèteMerure, on obtient :
dΩ = 42.9 seondes d'ar (5.36)Cette valeur orrespond sensiblement aux résultats expérimentaux omptetenu de l'inertitude expérimentale.5.5.3 Variation de la période orbitale d'un pulsar binaireLa perte d'énergie par radiation gravitationnelle d'un pulsar binaire onduit à unevariation de sa période orbitale que nous allons aluler. Pour simpli�er, onsidéronsun pulsar binaire formé par deux masses égales M , situées à la distane 2R, quie�etuent un mouvement irulaire.1. On note Gb la onstante de gravitation de haque masse M du pulsar. Soit

V la vitesse de haune des masses par rapport à un référentiel �xe. Érirel'expression de l'énergie totale E du système des deux masses en méaniquelassique.2. Déterminer l'expression de la vitesse V à partir de la méanique lassique.3. La fréquene de l'onde gravitationnelle ωb est liée à la fréquene de la périodeorbitale Pb par : ωb = 2π/Pb. Caluler la distane R en fontion de la périodeorbitale Pb. En déduire l'expression de l'énergie totale E en fontion de lapériode orbitale.4. Démontrer la relation dE/E = (−2/3) dPb/Pb. En déduire l'expression de lavariation de la période dPb/dt en fontion du taux de perte d'énergie dE/dt.5. Le taux de perte d'énergie par radiation gravitationnelle, alulé à partir de larelativité générale, est donné par : dE/dt = 128Gb ω
6
b M

2 R4/5c5.En déduire l'expression du taux de variation de la période orbitale dPb/dt enfontion de Pb.5.5.4 Corretion1. L'énergie totale E du système formé par le pulsar binaire est égale à l'énergieinétique des deux masses plus leur énergie potentielle, soit :
E = M V 2 − Gb M

2

2R
(5.37)2. L'équation newtonienne du mouvement onduit à la relation :

M
V 2

R
=

Gb M
2

(2R)2
(5.38)d'où :

V 2 =
Gb M

4R
(5.39)107



3. La fréquene de l'onde gravitationnelle ωb est liée à la fréquene de la périodeorbitale Pb par : ωb = 2π/Pb. De plus, la vitesse V est donnée par : V = ωbR.La relation (5.39) nous donne :
R =

Gb M

4V 2
=

Gb M

4

(

2π R

Pb

)

−2 (5.40)soit :
R3 =

Gb M

16π2
P 2
b (5.41)L'énergie totale (5.37) s'érit en substituant l'expression (5.39) de V 2 dans

E ; il vient :
E = −Gb M

2

4R
(5.42)En remplaçant R dans l'expression de l'énergie par sa valeur tirée de (5.41),on obtient :

E = −M

(

πM Gb

2

)2/3

P
−2/3
b (5.43)4. En di�érentiant l'expression (5.43), on obtient :

dE

E
= −2

3

dPb

Pb
(5.44)En divisant par dt et réarrangeant la relation (5.44), il vient :

dPb

dt
= −3Pb

2

dE

dt
(5.45)5. Le taux de perte d'énergie par radiation gravitationnelle, alulé à partir de lathéorie de la relativité générale, est donné par :

dE

dt
=

128Gb

5c5
ω6
b M

2 R4 (5.46)Reportant ette dernière expression de dE/dt dans (5.45), on obtient :
dPb

dt
= −48π

5c5

(

4π GbM

Pb

)5/3 (5.47)La théorie que l'on vient de développer donne le prinipe du alul pour l'é-tude des variations de la période orbitale d'un pulsar binaire. Pour un pulsarréel donné, il faut tenir ompte de l'exentriité de l'orbite suivie par les deuxmasses ainsi que du fait que es masses ne seront pas égales entre elles engénéral. 108



La formule (5.47) doit alors être multipliée par le fateur suivant qui prenden ompte l'exentriité e d'une orbite elliptique, soit :
α =

1 + (73/24) e2 + (37/96) e4

(1− e2)7/2
(5.48)D'autre part, pour le pulsar binaire PSR 1913+16, les masses sont légèrementdi�érentes ; on les notes Ma et Mb. Il faut alors remplaer dans la formule(5.47) la quantité (2M)5/3 par le terme β = 4MaMb (Ma +Mb)

−3/2. Comptetenu des masses Ma et Mb, on obtient �nalement en relativité générale un tauxde variation de la période orbitale donné par :
dPb

dt
= −

(

192πMa Mb

5c5(Ma +Mb)3/2

)(

1 + (73/24) e2 + (37/96) e4

(1− e2)7/2

)(

2πGb

Pb

)5/3(5.49)Compte tenu des paramètres numériques du pulsar binaire PSR 1913+16, onobtient pour valeur théorique :
dPb

dt
= −(2.40247 ± 0.00002) x 10−12 s/s (5.50)La valeur observée doit être orrigée pour l'aélération galatique du pulsarbinaire qui engendre également une petite variation de la période orbitale,soit : (dPb/dt)galatique = −(0.0125 ± 0.0050) x 10−12 s/s. Le taux de variationorrigé a ainsi pour valeur :

(

dPb

dt

)orrigé = (

dPb

dt

)observé−(

dPb

dt

)galatique = −(2.4086± 0.0052) x10−12 s/s(5.51)On obtient une exellente véri�ation de la prévision théorique (5.50). Deplus, e phénomène de diminution de la période orbitale on�rme l'existenedes ondes gravitationnelles que prédit la relativité générale.
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