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Chapitre 1

L’espace-temps de la relativité
restreinte

La relativité générale est une théorie de la gravitation qui se substitue a celle de
Newton. On a tendance actuellement & parler de gravitation relativiste plutot que
de relativité générale. Cependant, comme celle-ci constitue la suite de la relativité
restreinte, il semble logique de conserver I’appellation traditionnelle, I’ensemble des
relativités restreintes et générale formant la théorie de la relativité.

La relativité restreinte considére que les phénomeénes physiques sont décrits dans
un cadre infini & quatre dimensions formé par I'union inséparable de I'espace géométrique
et du temps, appelé l’espace-temps. La matiére n’apparait pas pour influer sur la
structure méme de ce cadre et les effets gravitationnels sont ainsi supposés néglige-
ables.

Par contre, la relativité générale va introduire la matiére et ’énergie dans I’espace-
temps relativiste pour le modifier considérablement. Selon la formule lapidaire de
Thibault Damour dans son ouvrage consacré a Albert Einstein, la théorie de la rel-
ativité générale peut étre résumée en une phrase :

L’espace-Temps est une structure élastique qui est déformée par la
présence, en son sein, de Masse-Energie.

Nous verrons que 1’étude de cette déformation conduit effectivement aux équa-
tions fondamentales d’Einstein. Pour y aboutir, il faut cependant parcourir un long
chemin. Il faut également bien connaitre la théorie de la relativité restreinte dont
nous rappelons les résultats essentiels au cours de ce chapitre.

1.1 Fondements de la Relativité Restreinte

La relativité restreinte fut créée au début du 20° siécle en se basant sur un
phénoméne particulier : les ondes électromagnétiques. En cherchant I'invariance des
équations de Maxwell, Lorentz et Poincaré aboutirent aux formules relativistes de
passage des coordonnées d’espace et de temps entre deux référentiels en translation



uniforme I'un par rapport a 'autre. Ces formules fondamentales de la relativité re-
streinte constituent la transformation de Lorentz-Poincaré.

De son coté, Einstein postula I'invariance de la vitesse de la lumiére d’une source
par rapport a tout référentiel en translation uniforme ce qui lui permit d’aboutir
également a cette transformation fondamentale. Ce postulat sur la lumiére est en-
core largement utilisé pour ’enseignement de la relativité restreinte alors qu’il pose
un probléme essentiel qui est complétement occulté.

La relativité restreinte impose en effet une loi universelle a tous les phénoménes
physiques. Pourquoi la lumiére jouerait-elle un role majeur dans les phénomeénes qui
n’ont aucun rapport avec elle ? Pourquoi les rapports fondamentaux entre ’espace et
le temps dépendraient-ils a priori d’'un phénomeéne électromagnétique particulier 7

1.1.1 Postulats de Poincaré-Einstein

Ce fondement électromagnétique de la relativité restreinte fut critiqué dés 1910
et divers travaux de recherche réalisés au cours du 20° siécle montrérent la possibilité
de postulats basés uniquement sur des propriétés de ’espace et du temps. Jean-Marc
Lévy-Leblond retrouva ces résultats et milita pour rénover 1’enseignement des bases
de la relativité restreinte. Ces nouveaux "postulats" sont les suivants :

1. Principe de relativité : les lois des phénoménes physiques doivent étre les
mémes, soit pour un observateur fixe, soit pour un observateur entrainé dans
un mouvement de translation uniforme.

2. L’espace est homogéne : I’espace a les mémes propriétés en chaque point.
Autrement dit, ’espace est invariant par translation; les origines de ’espace
sont arbitraires pour I’expression des lois physiques.

3. L’espace est isotrope : toutes les directions dans I'espace sont physiquement
équivalentes. Autrement dit, aprés rotation dans I'espace d’un référentiel, celui-
ci reste équivalent au référentiel d’origine.

4. Le temps est homogéne : le temps est identique en tout point d’'un méme
référentiel. Toutes les horloges d'un référentiel donné doivent étre strictement
réglées a une méme heure.

5. Principe de causalité : tout phénoméne physique peut étre relié & une cause.
Ce postulat est celui de I'existence méme des lois de la nature.

Nous appelons postulats de Poincaré-Einstein les cinq postulats ci-dessus.
On voit qu’ils ne font aucune référence & un phénoméne physique particulier.

1.1.2 Transformation de Lorentz-Poincaré

Partant des postulats de Poincaré-Einstein, le probléme est d’établir des rela-
tions entre les coordonnées de deux systémes de référence en translation a vitesse



constante 'un par rapport a ’autre. Pour cela, considérons les deux référentiels sché-
matisés sur la figure 1.1.

4

FIGURE 1.1.

Les deux référentiels R et R’ ont respectivement pour coordonnées spatiales x, y, 2
et 2/,y, 2" et pour coordonnée temporelle ¢ et t’. Le référentiel R’ se déplace par
rapport a R a la vitesse constante V' le long d’'un axe Oz ; c’est un référentiel
d’intertie. On suppose que le point O" de R’ est passé au temps ¢t = 0 au point O.

Les relations entre les coordonnées d’espace et de temps des référentiels R et R’
sont obtenus en utilisant les postulats de la relativité restreinte énoncés ci-dessus.
Leur démonstration aboutit a la mise en évidence d’une vitesse limite lors de I’ad-
dition des vitesses de plusieurs référentiels. Cette vitesse limite est appelée con-
stante de structure de ’espace-temps. Elle est identifiée a la plus grande vitesse
mesurée qui est celle de la vitesse de la lumiére dans le vide, notée c.

Finalement, le principe de relativité est vérifiée par les lois physiques si ’'on
effectue la transformation suivante, appelée transformation spéciale de Lorentz-
Poincaré :

=V @ =Vit); y=y; =z ' =9(V){t-Vaz/) (11

avec :

Y(V) = (1= V2[e)? (1.2)

Cette transformation se généralise pour des référentiels ayant des vitesses rela-
tives uniformes dans une direction quelconque. Les formules correspondantes con-
stituent la transformation de Lorentz-Poincaré.

1.1.3 Formule de composition des vitesses

Considérons un troisieme référentiel R" qui est en translation uniforme par rap-
port & R’ a la vitesse U. La vitesse de R" par rapport au référentiel R, notée W, est
donnée par :



W=V+U)(1+VU/?) (1.3)

Cette loi de composition des vitesses montre que si I'une des vitesses V ou U est
égale a c, la vitesse résultante W est toujours égale a c. La constante de structure
de 'espace-temps apparait comme une vitesse que 1’on ne peut pas dépasser.

Remarquons que la loi relativiste de composition des vitesses s’identifie & la loi
galiléenne de la mécanique classique pour de faibles vitesses V' et U par rapport a
c. Cette nouvelle loi montre que la mécanique newtonienne doit étre généralisée.

1.2 Invariants de ’espace-temps plat

La transformation de Lorentz-Poincaré montre que l’espace et le temps sont
inséparables. Tout phénomeéne physique élémentaire, appelé événement, a lieu dans
I’espace a un instant donné et il est déterminé par trois coordonnées d’espace et une
de temps.

1.2.1 Espace-temps plat

La position d'un point M immobile dans I’espace, représentant le lieu d’un événe-
ment, peut étre déterminé par trois coordonnées x,y, z. Pour chaque point M, il
existe en son voisinage un nombre quelconque d’autres points dont la position peut
étre déterminée par des coordonnées aussi voisines que 1'on veut de celles de M. On
dit que ’espace est un continuum a trois dimensions.

Le temps, t, est également une variable continue. Tous les événements physiques
sont déterminés par quatre coordonnées continues, x, ¥, z, t. ’espace ponctuel formé
par ’ensemble des points dans lequel se situent tous les événements d’eterminés par
quatre coordonnées constitue un continuum qui est appelé [’espace-temps.

L’espace-temps de la relativité restreinte est plat. Nous verrons plus pré-
cisément cette notion par la suite par opposition aux espaces courbes; la courbure
d’un espace plat est nulle. Dans I’espace-temps plat, les rayons lumineux suivent
des droites; un rayon lumineux dont la source suit une ligne droite se déplace dans
un plan.

1.2.2 Vitesse de propagation des interactions

L’invariant fondamental de I’espace-temps est la constante de structure de
P’espace-temps. Cet invariant est identifié a la vitesse de propagation des ondes
électromagnétiques dans le vide. C’est également la vitesse de propagation des in-
teractions gravifiques.

Cet invariant résulte directement du principe de relativité qui nécessite d’une
part ’existence d’une vitesse limite des interactions et une vitesse limite



identique dans tous les référentiels d’inertie. Il permet de mettre en évidence
un autre invariant de l'espace-temps, c’est-a-dire une grandeur qui reste inchangée
par une transformation de Lorentz-Poincaré, appelée intervalle entre deux événe-
ments.

1.2.3 Intervalle entre deux événements

Dés 1905, Henri Poincaré démontra qu’il existe une quantité inavariante sous
I’action d’une transformation de Lorentz-Poincaré. La racine carrée de cet invariant
a été appelée par la suite intervalle entre deux événements.

Considérons un premier événement A; quelconque repéré dans I’espace-temps par
les coordonnées x,y, z,t dans un référentiel R. Un second événement A, infiniment
proche a pour coordonnées x+dx, y+dy, z+dz, t+dt. Formons la quantité suivante :

ds* = 2 dt* — (do* + dy* + d2?) (1.4)

La quantité infinitésimale ds est 'intervalle entre les deux événements A; et A,.
Si I’on considére un second référentiel R’ en translation uniforme par rapport a R,
dans lequel ces mémes événements sont repérés, on peut écrire l'expression de l'in-
tervalle ds’ en fonction des coordonnées de R’. L’application de la transformation
de Lorentz-Poincaré permet de transformer 'expression (1.4) en fonction des coor-
données de R’. On démontre ainsi que ds®> = ds?. De plus, le ds? est invariant par
translation, rotation spatiale et retournements d’espace et de temps.

L’intervalle entre deux événements est donc un invariant de ’espace-temps de la
relativité restreinte.

1.2.4 Durée propre

Considérons toujours nos deux référentiels schématisés sur la figure 1.1. Une
horloge H’ est fixe dans R’; elle se déplace par rapport a R durant un temps dt,
d’'une distance di telle que : dI* = da? + dy? + dz* = V2dt?. Cette horloge étant
fixe dans R’, sa position n’aura pas varié durant ce temps, d’ou : dx’ = dy’ = dz' = 0.

Notons 7 le temps mesuré par I’horloge H’ de R’. L’intervalle ds’ dans R’ cor-
respond au déplacement infinitésimal dl de I’horloge dans R se réduit donc a :
ds' = cdr. L’invariance de cet intervalle nous permet alors d’écrire, selon (1.4) :

ds* = 2 dt* —dI* = (¢ — V?) dt* = ds” = * dr° (1.5)

Cette derniére relation donne I’expression de la durée mesurée par I'horloge H’
fixe dans le référentiel R’ :

dr =dt/~(V) (1.6)

Par définition, le temps mesuré par une horloge fixe en un point d’un référentiel
est appelé le temps propre du référentiel ; le temps propre sera toujours noté par



la suite par la lettre grecque 7. Ce temps est celui que mesurerait une horloge qui
serait attachée a une particule se déplacant dans I’espace-temps.

La durée dr est un intervalle de temps appelé durée propre. Cette quantité est
un invariant de ’espace-temps plat de la relativité restreinte mais également, nous
le verrons par la suite, de I'espace-temps courbe de la relativité générale.

La durée propre est donc un invariant dans une transformation de Lorentz-
Poincaré. L’invariance de la durée propre montre que la marche de deux horloges
strictement identiques, placées respectivement dans deux référentiels d’inertie, reste
toujours physiquement le méme conformément au principe de relativité.

Pour repérer une particule dans I’espace-temps, il faut cependant utiliser, dans
un référentiel donné, un temps-coordonnée, que nous noterons en général par une
lettre latine, ¢, par exemple. Le temps propre ne balise pas tout 1’espace; c’est un
paramétre intrinséque lié a chaque horloge. C’est un "temps personnel" qui ne doit
pas étre confondu avec le temps-coordonnée.

La durée dt qui figure dans la formule (1.6) est la différence entre deux temps-
coordonnées (t + dt) et t. Cette quantité dt est appelée durée impropre ; ¢’est une
grandeur mesurée entre le temps marqué par deux horloges placées a des endroits
différents; dans le cas présent, ces lieux sont infiniments voisins.

1.3 Structure de ’espace-temps plat

Suivant les valeurs respectives des quantités spatiales et temporelles, le carré de
I'intervalle peut étre positif, nul ou négatif.

1.3.1 Intervalle du genre lumiére

Lorsque l'intervalle infinitésimal est nul, on a : ¢® dt? = da? + dy? + dz%. Les deux
éveénements peuvent étre reliés par un rayon lumineux. L’intervalle est dit du genre
lumiére.

Considérons alors le lieu de tous les événements possibles qui peuvent étre reliés
par un signal lumineux & un événement déterminé O que nous allons prendre pour
origine O de l'espace-temps représenté dans un référentiel R. Pour un événement
quelconque M, situé au point x,y, 2, t et tel que 'intervalle avec O soit nul, on a :

e A R R (1.7)

Dans ’espace-temps a quatre dimensions, ’équation (1.7) est celle d’'un hyper-
cone représentant le lieu des trajectoires des rayons lumineux issus de 1'origine O.
Afin de pouvoir visualiser une telle hypersurface et mieux étudier ses propriétés,
limitons-nous aux événements pour lesquels z = 0. On obtient alors I’équation :
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A=+ (1.8)

C’est I’équation d’une famille continue de cercles, centrés sur ’axe du temps,
chaque cercle étant de rayon ct. on obtient ’équation d’un cone appelé cone de
lumiére (Fig. 1.2). Tous les événements situés sur le cone de lumiére peuvent étre
reliés a ’événement, O par un signal de vitesse c.

ct
futur | absolu

Vi
éloignement éloignement
-
absolu absolu X

passé | absolu

FIGURE 1.2.

Tous les événements situés a l'intérieur du cone peuvent étre reliés & O par un
signal de vitesse inférieure a c.

1.3.2 Intervalle du genre temps

Lorsque l'intervalle entre deux événements est tel que : ds? > 0, la partie tem-
porelle de 'intervalle prédomine sur la partie spatiale. L’intervalle ds est alors un
nombre réel et il est appelé Pintervalle du genre temps.

Remarquons que deux événements relatifs & une méme particule matérielle sont
séparés par un intervalle qui est nécessairement du genre temps. En effet, la dis-
tance parcourue par la particule entre les deux événements, situés respectivement
aux temps g et t;, doit rester inférieure a c(t; — tg). Si l12 est la distance parcourue,
on a toujours c(t; — ty) > 1z, soit (s12)? > 0.

Tous les intervalles du genre temps entre I’événement O et un événement quel-
conque sont situés a 'intérieur du cone de lumiére. Ceux situés dans la région t > 0
sont postérieurs a I'événement O ; cette région est appelée région du futur absolu
(Fig. 1.2). Ceux situés dans la région ¢ < 0 sont antérieurs a I’événement O ; cette
région est appelée région du passé absolue.

Dans cette région, 'interaction se propage toujours a une vitesse inférieure a celle
de la lumiére. Tous les événements situés a l'intérieur du cone de lumiére peuvent
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donc avoir une relation de cause a effet ; il en est de méme pour les événements situés
sur le cone de lumiére.

Deux événements ne peuvent donc étre liés par une relation de causalité que
si leur intervalle est du genre temps ou genre lumiére. L’existence d'un futur et
d’un passé absolus pour ces événements montre que la notion de causalité conserve
toujours un sens en relativité restreinte.

1.3.3 Intervalle du genre espace

Lorsque l'intervalle entre deux événements est tel que ds? < 0, la partie spatiale
de l'intervalle prédomine sur la partie temporelle. L’intervalle est alors un nombre
imaginaire pur; il est appelé intervalle du genre espace.

Dans la région extérieure au cone de lumiére, tout intervalle entre I’événement
O et un événement quelconque est du genre espace. Si 'on change de référentiel,
ces événements auront lieu en des points différents de ’espace qui appartiendront
toujours a la région extérieure au cone de lumiére. Cette région est appelée région
d’éloignement absolu.

Les notions de "avant", "aprés", "simultanément" sont relatives pour tous les
évéenements de cette région. Il n’existe donc pas de notion de causalité dans la région
d’éloignement absolu. Dans un référentiel ot ces événements sont simultanés, ils sont
séparés d’une distance spatiale dont le carré est égal au carré de I'intervalle.

1.3.4 L’espace-temps euclidien de Poincaré

Un certain arbitraire peut intervenir dans le choix du signe du carré de l'inter-
valle entre deux événements, ce qui ne change rien a ses propriétés. Choisissons la
convention de signe opposée a celle qui figure dans la formule (1.5) en posant :

ds* = da® + dy? + dz* — ¢ dt? (1.9)

C’est la forme quadratique définie par Poincaré dont il a démontré I'invariance.
effectuons & présent le changement de variables utilisé par Poincaré : w = i ct, avec

i = —1. L’intervalle (1.9) s’écrit alors :

ds* = d’® + dy? + d2* + dw? (1.10)

On remarque que le second membre de cette derniére relation constitue la général-
isation a quatre dimensions du carré de la distance entre deux points dans I’espace
de la géométrie euclidienne a trois dimensions. Muni de telles coordonnées, I'espace-
temps devient euclidien.

L’intervalle étant un invariant dans une transformation de Lorentz-Poincaré, cela

signifie que cette transformation conserve les distances dans 1’espace quandridimen-
sionel de Poincaré. Dans I’espace ordinaire, ce sont les rotations qui conservent les
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distances par rapport a un point. Dans I'espace a quatre dimensions, la transforma-
tion de Lorentz-Poincaré constitue une rotation de 1’espace-temps.

1.4 Meétrique de ’espace-temps plat

Les bases géométriques de la relativité restreinte mettent en jeu deux espaces
distincts. D’une part un espace ponctuel dont les points sont repérés par quatre
coordonnées ; c’est I'espace-temps. Un espace vectoriel associé a I'espace ponctuel.

Afin de rendre plus homogéne les formules relativistes définies dans l'espace-
temps, on utilise le changement de varaibles suivant :

To=ct ; 1= ; To=Y ; T3=2 (1.11)

Pour désigner 1'une quelconque de ces quatre coordonnées, on utilise un indice
noté par une lettre grecque, par exemple x,. Par la suite, les indices grecs prendront
toujours des valeurs de 0 & 3. Par contre, lorsque cela est nécessaire, on utilisera des
indices latins, , j, k, par exemple, qui prendont des valeurs de 1 a 3. Ainsi z; désigne
I'une quelconque des coordonnées spatiales.

1.4.1 Quadrivecteurs

Les coordonnées (xg, z1,xs,x3) d'un point de 'espace-temps peuvent étre con-
sidérés comme les composantes d’un vecteur R = (xg, z1, 29, x3) = (ct,r) appelé
rayon-vecteur. Lorsqu’on passe d'un référentiel d’inertie R a un autre R’, les com-
posantes de ce rayon vecteur se transforment selon les formules (1.1) de la transfor-
mation de Lorentz-Poincaré.

On appelle quadrivecteur A, ou encore 4-vecteur A, un ensemble de qua-
tre quantités (ao, ai, asz, az) qui se transforment lors d’un changement de référentiel
d’inertie comme les composantes z, d'un rayon vecteur. Le rayon-vecteur R est par
définition un quadrivecteur.

La premiére composante d’un quadrivecteur est dite composante temporelle et
les trois suivantes composantes spatiales.

Lorsque des entités mathématiques se transforment selon les formules de la trans-
formation de Lorentz-Poincaré, ces grandeurs sont dites covariantes.

N

Par définition, les quadrivecteurs sont des vecteurs & quatre dimen-
sions qui sont covariants.

1.4.2 Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs de la géométrie classique est un invaraint
pour les transformations géométriques de 1’espace tridimensionnel. Nous avons vu
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que l'intervalle de I’espace-temps quadridimensionnel est un invariant ; il représente
la pseudo-distance entre deux événements.

Si 'on appelle dR un quadrivecteur infinitésimal de 1’espace-temps, on peut
définir un produit scalaire tel que : dR - dR = ds* = da} — dzi — dzj — da3. On
obtient une quantité invariante qui incite a définir de maniére générale le produit
scalaire de deux quadrivecteurs A = (ag, aj, as, ag) et B = (by, by, ba, bs) par :

A - B= (lobo — a1b1 — (lgbg — (lgbg (]_]_2)

On peut vérifier aisément que le produit scalaire (1.12) satisfait aux axiomes de
définition d’un produit scalaire.

La norme d’un quadrivecteur A est définie par la racine carrée du produit scalaire
de A par lui-méme, soit : ||A|| = (A - A)Y2. Le nombre de signes + et - qui figurent
dans l'expression de la norme d’un vecteur constitue une caractéristique de tout
espace vectoriel ; elle est appelée signature de ’espace vectoriel. L’espace vectoriel
ainsi muni d’un tel produit scalaire est un espace préhilbertien, encore appelé par
les physiciens espace pseudo-euclidien.

1.4.3 Espace-temps de Poincaré-Minkowski

Le formalisme quadridimensionnel inauguré par Poincaré fut repris et développé
par Minkowski. Ce dernier introduisit la forme (1.12) du produit scalaire. Pour
cela, il définit une base de I'espace vectoriel formé par les quadrivecteurs en postu-
lant 'existence d’une base "minkowskienne".

Cette base est constituée par quatre vecteurs e, orthonormés tels que leurs pro-
duits scalaires entre eux ont pour valeurs :

e, eg=0(a#pP); e -ep=1;¢€ - -e=—-1(j=123) (1.13)

Cette base permet d’écrire I’expression d'un vecteur quadridimensionnel A sous
la forme : A = ageg + a; e; +az ez +az es, ol les quantités a, sont les composantes
du vecteur A. Par suite du choix des propriétés de la base, le produit scalaire de
deux vecteurs défini par (1.12) est alors automatiquement satisfait.

1.4.4 Tenseur fondamental de ’espace-temps plat

Les produits scalaires des vecteurs de base, définis par les formules (1.13), for-
ment un ensemble de seize quantités qui sont les composantes d’un tenseur d’ordre
deux. Nous verrons par la suite la définition et les propriétés des tenseurs.

Ce tenseur, noté classiquement g, est le tenseur fondamental de 1’espace-
temps plat de la relativité restreinte ; on dit encore le tenseur métrique.

On écrit généralement un tenseur sous sa forme matricielle, les éléments de la
matrice étant les composantes classées dans ’ordre des indices croissants. Notons
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Nap = € - €p les composantes du tenseur. Les formules (1.13) conduisent a la
matrice suivante :

Moo Mo1 Moz Mo 1 0 0 0
Mo "1 T2 "3 0 -1 0 0
af] = = 1.14
[as) N2 M21 22 723 0O 0 —1 0 ( )
N30 131 7M32 733 0 0 0 -1

Le tenseur ¢ constitue 1’élément structural le plus important dans la physique
de I'espace-temps. Il définit ce que I'on appelle la métrique de I’espace-temps plat,
d’ou son appellation de tenseur métrique.

1.5 Energie

La physique classique reconnait deux principes fondamentaux de conservation :
ceux de conservation de 1’énergie et de conservation de la masse. Ces deux principes
apparaissent complétement indépendants. La théorie de la relativité restreinte per-
met de les fondre en un seul : le principe de conservation de la masse, généralisé sous
forme de principe de conservation de l'inertie, se confond avec celui de conservation
de I'énergie.

1.5.1 Quadrivecteur vitesse unitaire

Lorsqu’une particule effectue un certain déplacement dr durant un temps impro-
pre dt, la vitesse ordinaire de cette particule est définie par v = dr/dt.

Un tel déplacement dr s’effectue durant un temps propre dr. On définit, en
relativité restreinte, une autre vitesse appelée vitesse propre ou célérité par la
relation :

Vo = dr/dr (1.15)

Les temps propre et impropre étant liés par la relation (1.6), la vitesse propre est
distincte de la vitesse ordinaire. Notons v la norme de la vitesse v ; on a la relation
suivante entre ces deux vitesses : vog = y(v) v. Bien que la notion de vitesse ordinaire
v soit plus intuitive, celle de la vitesse propre vg se révéle finalement plus naturelle
pour la généralisation de la vitesse dans I'espace-temps.

Afin d’obtenir une vitesse propre de norme unité, formons le quadrivecteur u =
Vo /c ayant pour composantes :

Uy = dxo/cdT = dx,/ds (1.16)

Les composantes u,, se transforment conformément a la transformation de Lorentz-
Poincaré lors d’un changement de référentiel d’inertie. On obtient un quadrivecteur
appelé quadrivecteur vitesse unitaire ou quadrivitesse unitaire. En effet,
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compte tenu de 'expression du carré de I'intervalle ds?, on démontre aisément que
la norme de la quadrivitesse est égale a l'unité.

1.5.2 Quadrivecteur impulsion-énergie

En mécanique classique, la quantité de mouvement est le produit de la masse m
d’un objet par sa vitesse v. La généralisation de la notion de quantité de mouve-
ment en relativité restreinte nécessite qu'une nouvelle entité permette de retrouver
I’ancienne pour de faibles vitesses par rapport a celle de la lumiére.

La vitesse propre vg s’identifie a la vitesse ordinaire v pour les vitesses usuelles
de la mécanique classique. Par conséquent, la quantité p = mvg est un bon candi-
dat pour généraliser la notion de quantité de mouvement. Cette quantité est appelée
P’impulsion relativiste de la masse m.

En relativité restreinte, ce sont les quadrivecteurs qui sont les plus intéressants.
Puisque I'impulsion relativiste est tridimensionnelle, utilisons les composantes de la
quadrivitesse, multipliées par mc?, pour former celles du quadrivecteur suivant :

].:):7’I’LC2 (uo,ul,u2,u3) - (Po,Pl,PQ,Pg) (]_]_7)

La composante Py = v(v) mc?* a la dimension d’une énergie puisque v(v) est une
quantité sans dimension. Développons Fy par rapport a v/c, on obtient :

Py =mc* +1/2mv® + ... (1.18)

Lorsque v = 0, le corps considéré est au repos et la quantité :

Ey = mc? (1.19)

est I’énergie du corps au repos dans son référentiel propre ; c’est ’énergie pro-
pre du corps. La relation (1.19) montre que ’énergie d’un corps au repos et sa
masse sont des concepts équivalents. Il n’existe donc qu’une seule entité fondamen-
tale, celle-ci pouvant se manifester sous forme énergétique ou massique. Le second
membre de la relation (1.18) montre un deuxiéme terme qui est 1’énergie cinétique
classique. Finalement Py représente I’énergie totale du corps.

Le quadrivecteur P donné par (1.17) a donc pour premiére composante 1’énergie

E du corps et pour les trois autres, les composantes de I'impulsion au facteur c?
pres. P est appelé quadrivecteur impulsion-énergie.

1.5.3 Invariance de la norme du quadrivecteur impulsion-
énergie

[’énergie totale d’'un corps F = F, s’écrit :

E =~@w)mc* =1(v)c? (1.20)

16



Le coefficient I(v) = v(v) m est appelé coefficient d’inertie. La relation (1.20)
généralise ’équivalence entre I'énergie d’un corps au repos et sa masse : I’énergie
et ’inertie deviennent des concepts équivalents en relativité restreinte.

La quadrivitesse étant covariante, il en est de méme de l'impulsion-énergie.
Puisque la quadrivitesse a une norme unité, la norme du quadrivecteur P est égal a
mc?, c’est-a-dire & 'énergie Ey d’un corps au repos.

L’énergie seule ou I'impulsion seule ne sont plus invariants lors d’un changement
de référentiel. Toutes deux changent d’un référentiel & un autre mais, en revanche,
la norme du quadrivecteur impulsion-énergie reste invariante. On obtient un nouvel
invariant relativiste.

1.6 Exercices

1.6.1 Décalage spectral de la lumiére des galaxies

Un phénomeéne de "fuite" des amas de galaxies a été observé dés 1912 par 'as-
tronome Vesto Slipher en étudiant le décalage spectral de la lumiére émise par les
galaxies. Les vitesses des galaxies les plus lointaines atteignent ’ordre de grandeur
de la vitesse de la lumiére. A cette époque, la relativité générale n’était pas encore
établie et la fuite des galaxies fut interprétée comme un phénomeéne Doppler en rel-
ativité restreinte. Ce ne fut qu’a la suite de I'article de Georges Lemaitre, en 1927,
que la vitesse de fuite des "nébuleuses extragalactiques" fut interprétée comme étant
celle de I’expansion de 1’Univers.

Au phénoméne Doppler classique, étudié en optique par Fizeau, se superpose
donc a ces vitesses le phénoméne de relativité du temps : c¢’est 'effet Doppler-Fizeau
relativiste que nous allons étudier.

Un observateur immobile au point M dans un référentiel R, recoit un rayon-
nement électromagnétique émis par une source mobile S dans le référentiel R. Cette
source est liée & un référentiel propre R’ qui se déplace a la vitesse uniforme V' par
rapport a R, dans le sens des x positifs. La source est située au point origine O’
(Fig. 1.1). A un instant donné, la direction O’M de propagation du rayonnement
vers I'observation fait un angle 6 avec I’axe Oux.

1. Ecrire, dans le référentiel R, les expressions des composantes k, et k, du vecteur
d’onde k correspondant a la propagation dans la direction O’M.

2. On sait que la phase d’onde (wt—k - r) o r est le rayon vecteur, est invariante
par changement de référentiel d’inertie. Calculer les formules de changement
des composantes du vecteur d’onde et de la pulsation lors du passage d'un
référentiel d’inertie & un autre en translation uniforme a la vitesse relative V.

3. Soit w la pulsation mesurée dans R du rayonnement émis par la source S.
Ecrire les expressions des composantes du vecteur d’onde k' et de la pulsation
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w’ dans R’ en fonction de k = | k|| et w.

4. Déterminer la pulsation w mesurée par l’observateur situé au point M, en
fonction de la pulsation w’ du rayonnement émis.

5. Lorsque I'observateur est situé sur la droite Ox, et que la source S se dirige vers
lui, déterminer ’expression de w. Méme question lorsque la source s’éloigne de
I’observateur

1.6.2 Correction

1. Dans le référentiel R, le vecteur d’onde k, de norme k, correspondant a la
propagation dans la direction O’ M a pour composantes, avec k = w/c :

kx:kcosﬁzgcosﬁ ; ky:ksin(?:%sinﬁ (1.21)
c

2. La phase (wt—k - r) d’une onde dans R étant invariante lors du passage d’un
référentiel d’inertie a un autre, on note (w't' —k’ - r’) la phase dans R’, d’ou :

(wt—k -r)=(J't' =K - 1) (1.22)

Les formules de la transformation de Lorentz-Poincaré appliquées a la relation
(1.22) nous donnent :

V /
Y(V) ko (2 + V) + gy + ko2 =y (V) w (£ + —f) = ko' +kyy + kL2 =t
c
(1.23)
Cette derniére relation étant valable quels que soient r et t, on obtient, en
identifiant dans les deux membres de (1.23) les termes dépendants de chacune
des variables 2/, ¢/, 2/, t' :

kiy =~(V) (ks — wC_QV) sk =ky s KL=k ' =9(V)(w—k, V) (1.24)

z

3. Les formules (1.24) donnent les formules de changement des composantes du
vecteur d’onde et de la pulsation lors d’un changement de référentiel d’inertie.
Compte tenu des formules (1.21), on obtient :

wV
iy =~(V) (kcosf — 0—2) ;W =7(V)(w—kVcosb) (1.25)
4. Avec k =w/c et f=V/c, la derniére formule (1.25) donne :

= _ o (1.26)

Y(V)(1 —Bcosh) 1— Bcosh

w =
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5. Lorsque 'observateur est situé sur 'axe Oz et que la source S se dirige vers
lui, on a 6 = 0 et la formule (1.26) devient :

"1 — 2 1
u = Lﬁ (1_27)
1-p 1-p
La pulsation percue est supérieure a celle du rayonnement émis par la source

dans son référentiel propre. On obtient un décalage du spectre vers les petites
longueurs d’onde ; on dit qu’on a un déplacement "vers le violet".

w =

Lorsque la source s’éloigne de I'observateur, on a : § = 7 et la formule (1.26)

devient :
o, =5, J1=p
w-wi\/?ﬁz—ww—l 3 (1.28)

Le décalage du spectre a lieu vers les grandes longueurs d’onde. On dit qu’on
observe un déplacement "vers le rouge".

L’astronome Vesto Slipher observera un déplacement de la lumiére des galaxies
vers le rouge et son interprétation, en 1914, d’une fuite des galaxies fit sensa-
tion. Ce fut la théorie de la relativité générale qui permit par la suite, en 1927,
de relier ce phénoméne de "fuite" a la vitesse d’expansion de 1’Univers.

1.6.3 La transformation de Lorentz-Poincaré est une rotation
de ’espace-temps

Henri Poincaré a démontré I'invariance de 'intervalle ; il en a déduit que la trans-
formation de Lorentz-Poincaré constitue une rotation dans I’espace-temps.

1. En utilisant la transfomation spéciale de Lorentz-Poincaré, vérifier que l'inter-
valle entre deux événements de coordonnées (1, y1, 21, t1) et (xq, Yo, 22, to) est
un invariant lors du passage d’un référentiel R & un autre R’ (Fig. 1.1).

2. Effectuer le changement de variables utilisé par Poincaré :

T=T1; Y=oy ; 2=2x3 ; ict =14 (1.29)

Montrer que le carré de I'intervalle élémentaire ds?, dans ce nouveau systéme de
coordonnées, représente la distance entre deux points dans un espace euclidien
a quatre dimensions. En déduire que la transformation de Lorentz-Poincaré
est une rotation de 1’espace-temps.

3. On va trouver a présent la transformation de Lorentz-Poincaré en partant de
la rotation de I’espace-temps dans un plan spatio-temporel. Ecrire les formules
classiques de rotation d’un angle 6 dans le plan-spatio-temporel (z1, z4) autour
du point origine O du référentiel R.
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4. L’origine O" du référentiel R’ correspond a zj = 0; la vitesse de déplacement
de R’ par rapport & R est égale a V' (Fig. 1.1). Calculer sin 6 et cos § en fonction
de V.

5. En substituant sin 6 et cosf dans les formules de rotation, retrouver la trans-
formation de Lorentz-Poincaré en fonction des variables initiales x, y, z, t.

1.6.4 Correction

1. L’intervalle s entre deux événements est défini par :

(s12)° = Pt — t1)* = (22 — 21)* — (o — 11)* — (22 — 21)? (1.30)

La transformation spéciale de Lorentz-Poincaré est donnée par les formules
(1.1). En reportant dans la définition (1.30) de Pintervalle les expressions des
coordonnées données par (1.1), puis en développant les carrés, on obtient :

A ta—t1)* = (2 —21)" = *(V)[(*=V?) (ty—t1) —(1=V?/c?) (zy—2})"] (1.31)
L’expression de (V') donne les relations :

"72(02 _ VZ) — 2 ; —"72(1 _ VQ/CQ) = —1 (132)

Substituant dans la relation (1.31), puis compte tenu de I'invariance des termes
dépendants de y et z, on obtient :

(s12)" = c*(ty —1))" = (ah — 21)" — (o — w1)" — (s — 21)" = (s1p)"  (1.33)

L’intervalle est la forme quadratique invariante lors d’une transformation de
Lorentz-Poincaré.

2. En effectuant le changement de coordonnée (1.29), on obtient pour I'intervalle
élémentaire :

ds® = dz? + da5 + da3 + daj (1.34)

Le carré de 'intervalle entre deux événements peut étre positif ou négatif. Un
certain arbitraire peut donc intervenir dans le choix du signe de ds?, ce qui ne
change rien a ses propriétés. Le second membre de la relation (1.34) constitue
la généralisation & quatre dimensions du carré de la distance dans I'espace a
trois dimensions. Avec les coordonnées (1.1), I'espace devient euclidien. Nous
appellerons espace-temps de Poincaré cet espace euclidien.

L’intervalle étant un invariant par une transformation de Lorentz-Poincaré,
cela signifie que cette transformation conserve les distances dans I’espace eu-
clidien quadridimensionnel. Or les transformations de Lorentz-Poincaré sont
celles du passage d’un référentiel d’inertie a un autre. Dans ’espace euclidien
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défini par les coordonnées (1.29), un tel passage s’effectue par des translations
et des rotations du systéme de coordonnées. Les translations consistent sim-
plement en un changement de l’origine des temps et une translation de 1’orig-
ine du référentiel. La transformation de Lorentz-Poincaré est donc équivalente
mathématiquement & une rotation de I'espace-temps défini par les coordonnées
(1.29).

. Une rotation quelconque de ’espace-temps de Poincaré peut étre décomposée
en trois rotations dans les plans spatiaux (z1, x2), (21, z3) et (22, x3) et trois ro-
tations dans les plans spatio-temporels (x4, 1), (24, 22), (24, z3). Les rotations
dans les plans spatiaux correspondent simplement a des rotations ordinaires
dans 'espace euclidien & trois dimensions. Il reste donc a étudier les rotations
dans les plans spatio-temporels.

Considérons nos deux référentiels habituels R et R’. Lors d’une rotation dans
le plan (z4,77) d’un angle 6, les coordonnées x5 et xs restent invariantes.
Les formules classiques de rotation dans un plan font passer des coordonnées
(x4, 1) aux coordonnées (x, z}) selon les formules :

) =x)cosh —xysinf ; xy = 2] sinfd+ ) cosb (1.35)
. Lorigine O’ des coordonnées du référentiel R’ correspond a z{ = 0. La rotation
de O’ par rapport a R s’exprime donc en écrivant que x) est nul dans les
formules (1.35), soit :

T = —a)sinf ; xy = xcosb (1.36)

Le rapport des deux équations précédentes nous donne :

T tane (1.37)
Ty

Le déplacement du référentiel R’ par rapport & R selon ’axe des z s’effectue a
la vitesse V' = x/t. Puisque = = x; et x4 = ict, on obtient :

tanf = —Vt/ict =iV/c (1.38)

[’angle de rotation # est un nombre imaginaire pur puisque tan est égal a
iV /c. Les formules classiques de trigonométrie nous donnent :

sinf =iy(V)V/e ; cosd =~(V) (1.39)

. Substituant les expressions (1.39) dans les formules de rotation (1.35), il
vient :

iV iV
r1=9(V) (0 = —al) 5 2 =(V) (&) + — 7)) (1.40)

Le changement initial de variables v = xy, 2" = 2}, ict = x4, ict’ = 2, reporté
dans les formules (1.40) conduit a :
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r=vV) (@ +Vt); t=~V){t + C—Z ') (1.41)

On retrouve les formules classiques de la transformation de Lorentz-Poincaré.
Celle-ci représente donc bien une rotation d’un angle imaginaire dans 1’espace-
temps de Poincaré.

1.6.5 Effet Compton

Le caractére corpusculaire du photon fut complété par Einstein en 1917 lorsqu’il
proposa d’attribuer au photon, en plus de son énergie, une certaine quantité de
mouvement p.

1. Le photon étant de masse nulle et d’énergie £ = hv ou v est la fréquence du
rayonnement photonique, déterminer I’expression de son impulsion p.

2. Une expérience effectuée par Compton en 1923 vint confirmer directement
I’aspect corpusculaire du photon. Dans cette expérience, on envoie un faisceau
de rayons X sur un matériau contenant un certain nombre d’électrons libres.
Pour une plaque de métal suffisamment mince, on observe, par transmission,
des rayons X qui sont déviés par rapport a la direction du faisceau initial avec
une longueur d’onde légérement plus grande que celle des rayons X incidents
(Fig. 1.3).

FIGURE 1.3.

La vitesse initiale de I’électron dans un métal étant trés faible par rapport a
la vitesse de la lumiére, 1’électron peut étre considéré comme étant au repos.
On suppose que le choc entre le photon et 'électron est parfaitement élas-
tique et I'énergie relativiste du systéme se conserve. Ecrire cette équation de
conservation des énergies.

3. Ecrire I’équation vectorielle de conservation des impulsions du photon et de
I’électron lors du choc ainsi que cette méme équation de conservation entre les
modules des impulsions.

4. En exprimant les impulsions du photon avant et aprés 'impact en fonction de
ses fréquences respectives, vy et 1y, écrire 'expression de ’équation de conser-
vation des modules des impulsions en fonction des fréquences v; et vs.
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5. Déterminer la variation de fréquence du photon avant et aprés I'impact. En

déduire la variation de sa longueur d’onde.

1.6.6 Correction

1.

[’énergie mécanique F d’'une particule de masse m et d'impulsion p est donnée
en relativité restreinte par :

E = c(p* 4+ m? A)/? (1.42)

Le photon étant de masse nulle, son énergie relativiste se réduit & £ = pc.
D’autre part, son énergie exprimée en fonction de sa fréquence v est, selon la
relation de Planck, égale a : ¥ = hr. L’impulsion du photon s’écrit ainsi :

E h
p=—=" (1.43)
C C

On note respectivement v; et vy les fréquences du photon avant et aprés le
choc; m et p. sont respectivement la masse et I'impulsion de 1’électron qui est
considéré comme étant au repos. La somme des énergies du photon incident
et de I'électron au repos doit étre égale a la somme des énergies du photon
diffusé et de I'électron mis en mouvement. On a I’équation de conservation :

hvy + mc® = huy + ¢(p? + m?c?)Y? (1.44)

On note pq et p2 les impulsions du photon avant et apreés le choc, pe I'impulsion
de I’électron aprés 'impact du photon. La conservation des impulsions s’écrit :

P1 = P2 + Pe (1.45)

Les vecteurs p; et pa font entre eux un angle . La relation (1.45) conduit a
I’équation suivante entre leurs modules :

Pe = pi +p3 — 2p1 pacosd (1.46)

. En utilisant 'expression (1.43) donnant I'impulsion en fonction de la fréquence,

I'équation (1.46) dnne l'expression de p. en fonction des fréquences vy et vs.
Reportant cette valeur de p. dans I’équation (1.44), on obtient :

h h i \?  (hn\?  2h? 1/2
ﬂ+mczﬁ+{(ﬂ) +(£) L2 w1
C

c c c c?

En isolant les termes sous le radical et élevant au carré, on obtient apres
regroupement :

hl/l 1]

(1 —cos?) (1.48)

vy — = 5
mc

Les fréquences v = ¢/ donnent ainsi la variation de la longueur d’onde :
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2h 0 0
AXN= Xy — N\ = —sin? = = 2 \.sin’ = (1.49)

mec 2 2
La constante A. = h/mc est appelée longueur d’onde de Compton pour
I'électron. Les résulats expérimentaux vérifient parfaitement I’équation (1.49),

ce qui justifie I’hypothése corpusculaire du rayonnement électromagétique.
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Chapitre 2

Electromagnétisme et dynamique des
mimieux continus

Nous allons maintenant écrire sous forme tensorielle les équations de la dy-
namique des milieux continus et de l’électromagnétique relativistes. L’emploi du
formalisme tensoriel n’est pas indispensable en relativité restreinte mais il le devient,
en relativité générale. Cependant, des formules déduites de la relativité restreinte
doivent étre exprimées sous forme tensorielle car elles entrent par la suite dans les
équations de la gravitation relativiste.

C’est le mathématicien Hermann Minkowski (1864-1909) qui fut le premier &
introduire le formalisme tensoriel en relativité restreinte. Albert Einstein considéra
tout d’abord que c’était une "érudition superflue". Par la suite, il rendra cependant
hommage & Minkowski en reconnaissant I'importance de son apport a la relativié :

Minkowski apporta une importante contribution a [’élaboration de la théorie :
avant ses recherches, il fallait appliquer a une loi la transformation de Lorentz pour
pouvoir tester son invariance vis-a-vis d’une telle transformation. Minkowski réussit
a introduire un formalisme tel que [’expression mathématique de la loi elle-méme
garantisse son invariance par rapport a la transformation de Lorentz. En créant un
calcul tensoriel quadridimensionnel, il accomplit, pour [’espace a quatre dimensions,
ce que le calcul vectoriel avait réalisé pour [’espace a trois dimensions.

2.1 Covariance des lois de la Physique

L’importance de la transcription tensorielle des lois de la physique en relativité
restreinte est ce qu’en dit Einstein ci-dessus : ’expression mathématique d’une loi
sous forme tensorielle garantit son invariance par rapport & la transformation de
Lorentz-Poincaré. Ces lois sont dites covariantes.

2.1.1 Quadrivecteurs

Nous avons vu que les quadrivecteurs sont des vecteurs a quatre dimensions qui,
par définition, sont dits covariants. Ainsi, par exemple, I’énergie et 'impulsion for-
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ment une entité, le quadrivecteur énergie-impulsion, dont la norme se conserve lors
d’un changement de référentiel d’inertie.

Comment le terme "covariant" attribué aux quadrivecteurs rejoint-il la définition
générale donnée pour les tenseurs covariants ? Des tenseurs sont dits covariants si,
lors d’un changement de base, leurs composants dans un référentiel donné se trans-
forment comme les vecteurs de base de ce méme référentiel.

Les quadrivecteurs sont des tenseurs d’ordre un dont les composantes se modi-
fient selon la transformation de Lorentz-Poincaré lors d'un changement de référentiel
d’inertie. D’une part, le passage d’un référentiel d’inertie a un autre correspond bien
a un changement de base. D’autre part, les quadrivecteurs se transforment comme
les rayons-vecteurs de ’espace de Poincaré-Minkowski. Ces derniers étant des com-
binaisons linéaires des vecteurs de base de cet espace, les quadrivecteurs se trans-
forment précisément comme ces vecteurs de base. Les quadrivecteurs sont donc des
tenseurs covariants d’ordre un.

2.1.2 Tenseurs covariants d’ordre quelconque

Un tenseur d’ordre quelconque peut étre décomposé sous forme d’une combi-
naison linéaire de produits tensoriels. En relativité, on considére essentiellement,
des tenseurs qui peuvent étre décomposés comme des combinaisons linéaires de
quadrivecteurs.

Les tenseurs utilisés peuvent donc étre écrits sous forme covariante. Les grandeurs
physiques qu’ils représentent peuvent également étre écrites sous forme contravari-
antes grace a 'utilisation du produit scalaire (1.12) défini dans I'espace quadridi-
mensionnel de Poincaré-Minkowski.

L’espace vectoriel E, des quadrivecteurs est un espace a quatre dimensions asso-
cié a 'espace ponctuel E, de Poincaré-Minkowski. Les tenseurs utilisés par la suite
seront des tenseurs d’ordre n ayant donc un nombre de composantes égal a 4”. On
verra apparaitre des tenseurs d’ordre deux, trois et quatre ayant respectivement 16,
64 et 256 composantes.

2.1.3 Composantes covariantes et contravariantes

Les indices des tenseurs utilisés en relativité sont des lettres de I'alphabet grec
ou latin. Une convention classique est que les indices grecs varient de 0 a 3, alors,
alors que les indices latins varient de 1 a 3.

Par exmple, un vecteur x de ’espace tridimensionnel s’écrira sur la base (e;, ez, e3) =
(ex) en utilisant les indices latins :

x = 1" ey (2.1)
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Par contre, un quadrivecteur A de ’espace de Poincaré-Minkowski s’écrira sur
une base (eg, €1, €2,e3) = (e,) en utilisant des indices grecs :

A = Ale, (2.2)

L’espace ponctuel de Poincaré-Minkowski a pour base les vecteurs e, dont les
produits scalaires sont donnés par (1.13), & savoir :

€, -eg=0(a#pP); e -e=1;¢€  -e=-1(j=12,3) (2.3)

Le tenseur métrique de l'espace-temps plat de la relativité restreinte est donc
donné par (1.14). Les relations entre les composantes contravariantes et covariantes
des tenseurs font intervenir des quantités g,z = 7as.

[’espace-temps de Poincaré-Minkowski ayant les vecteurs de base (2.3) est rap-
porté aux coordonnées (1.11) appelés coordonnées galiléennes réduites :
P =ct ; al=x; 2=y ; =2 (2.4)
[’espace-temps plat relativiste peut naturellement étre rapporté a des coordon-
nées curvilignes quelconques ot les composantes g,5 du tenseur métrique deviennent
des fonctions de ces nouvelles coordonnées.

2.2 Le tenseur champ électromagnétique

Les équations fondamentales de 1’électromagnétisme sont relativistes. Ce fut pré-
cisétment en étudiant leur invariance lors d'un changement de référentiel d’inertie
que Lorentz découvrit la transformation qui porte son nom. Il est donc naturel que
ces équations puissent étre mise sous forme tensorielle.

Le champ électromagétique est décrit classiquement dans I’espace & trois dimen-
sions par deux entités : d’une part, un vecteur d’espace champ électrique E et
d’autre part un vecteur d’espace champ magnétique B. Nous allons voir que 'in-
troduction de 'espace-temps de la relativité restreinte permet de former une entité
unique qui décrit globalement le champ électromagnétique.

Ces deux champs vectoriels peuvent étre définis a I’aide d’un potentiel vecteur
magnétique A et d'un potentiel scalaire électrique V' a I’aide des relations :
0A
B =rotA ; E:—gradV—W (2.5)
Notons A,, A,, A, les composantes de A dans un systéme d’axes cartésiens
Oxzyz. Formons le quadrivecteur Q ayant pour composantes contravariantes dans le
systéme de coordonnées galiléennes réduites (2.4) :

¢'=-Vjc; ¢'=-A, 5 F=-A,; ¢ =-A (2.6)
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Le quadrivecteur Q est appelé le quadripotentiel du champ électromagnétique.
Les composantes covariantes de Q compte tenu du tenseur métrique (1.14) ont pour
expression :

@o=Vic; qa=4; =4, ; ¢3=A, (2.7)

Les expressions développées du rotationel et du gradient permettent d’écrire les
formules (2.5) sous la forme suivante :

B, =003 — 0392 ; By:asql—alqs§ B, =01 —0qu (2-8)
E, E L,
7:8&0—@0%; 7y:82QO—8OQZ; 7253610—50613 (2.9)

Les six composantes des vecteurs B et E/c permettent de former les six com-
posantes covariantes strictes d’un tenseur antisymétrique, noté F),. Ce tenseur est
le rotationnel du quadripotentiel Q, soit :

I‘Ot)\ﬂ Q = F)\,u = 8)\ qn — 6“ ax) (210)

Dans le systéeme de coordonnées galiléennes réduites, les composantes strictes du
tenseur F, s’expriment en fonction des composantes des vecteurs champ magnétique
et, champ électrique sous la forme suivante :

E, E E.
Fiy =B, ; F1027 ) F20=7y ) F3027 (2-11)

Fys =B, ; F31=B

y s

Le tenseur antisymétrique F), est appelé le tenseur électromagnétique ou
tenseur de Maxwell. Ce tenseur comporte 16 composantes covariantes que 1’on
peut mettre sous la forme matricielle suivante :

0 —-E,/Jc —E,/Jc —E,/c

_ | Esfe 0 B,  -B,
[Fau) = E.jc —B. 0 B (2.12)
E.)Jc B, —-B, 0

Remarquons que selon ’ordre dans lequel les coordonnées galiléennes réduites ont
été classées, 'expression matricielle du tenseur champ électromagnétique ne sera pas
la méme. Selon également la définition des signes des composantes du quadripoten-
tiel, les F\, seront classées différemment.

Les composantes contravariantes strictes du tenseur champ électromagnétique
ont pour expression :

=

FlQIBZ; Floz—%;FQOZ—&;F?’OI——

C C C
(2.13)

F?» =B, ; F*=B

y
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et sa forme matricielle :

0 E,/c E,/c E.Jc
~E,Jc 0 B. -B,
-E,/Jc -B, 0 B,
-E,)Jc B, —-B, 0

[FA] = (2.14)

La création d’une entité unique, le tenseur champ électromagnétique, englobant
les champs magnétique et électrique montrent bien I'unité profonde du champ élec-
tromagnétique. [’existence d'une composante magnétique orthogonale & une com-
posante électrique d’une onde électromagnétique plane montre bien physiquement
cette unité.

Lors du passage d'un référentiel d’inertie & un autre, la transformation du tenseur
champ électromagnétique montre également que les composantes du vecteur champ
magnétique dépendent, dans le nouveau référentiel, a la fois des composantes du
champ électrique et du champ magnétique dans le référentiel d’origine. Il en est de
méme pour le champ électrique.

Notons que le quadripotentiel Q n’est pas déterminé d’une maniére unique par
la connaissance du champ électromagnétique. A tout quadripotentiel qui vérifie 1'-
expression (2.10), on peut ajouter un champ gradient d’une fonction f quelconque;
les composantes du quadripotentiel deviennent alors :

¢ =qut o f (2.15)

Le rotationnel d’un gradient étant nul, les composantes F), restent inchangées.
[’addition d’un tel gradient a un potentiel vecteur s’appelle un changement de
jauge. Des entités, comme le champ électromagnétique, qui ne sont pas modifiées
lors d’un changement de jauge sont dites posséder 1’invariance de jauge.

Nous allons voir que l'utilisation du tenseur champ électromagnétique permet
d’exprimer les équations fondamentales de 1’électrodynamique, dites de Maxwell-
Lorentz, sous une forme particuliérement simple et condensée.

2.3 Les équations de Maxwell-Lorentz

Rappelons que I'invariance relativiste de la charge électrique est un postulat de
la relativité restreinte basé sur diverses considérations expérimentales.

2.3.1 Quadrivecteur densité de courant électrique

Considérons un ensemble de charges électriques discrétes formant une charge to-
tale de. Cette charge est contenue dans un volume élémentaire dV; lié & un référentiel
Rp. La densité de charge au repos pg est définie par :
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po = de/dVy (2.16)

Dans un autre référentiel R en translation uniforme de vitesse v par rapport a

Ry, la charge de est enfermée dans un élément de volume dV'. La densité de charge
p dans le référentiel R est définie par :

p=de/dV (2.17)

La mesure dV du volume élémentaire dans R est relié & dV{ par la relation :

dVo = y(v)dV (2.18)

ou y(v) = 1/4/1 —v2?/c?. En combinant les trois formules précédentes, nous
obtenons la densité de charge p en fonction de la densité au repos py, soit :

p =) po (2.19)

Lorsqu’une charge volumique de densité p est animée d’une vitesse v, on définit
classiquement un vecteur densité de courant par j = pv. En relativité restreinte,
on appelle vecteur densité de courant électrique le quadrivecteur J ayant pour
composantes :

JY = pocu”® (2.20)

ou les u® sont les composantes du quadrivecteur vitesse unitaire.

Les différentes composantes du quadrivecteur J ont pour expression compte tenu
de la définition de la quadrivitesse (1.16) :

J'=~)poc i JF=~(v) poo” (2.21)

Compte tenu de (2.19), le quadrivecteur J a pour composantes en fonction des
composantes de la vitesse v de la charge volumique :

JO=pec; JF=poF (2.22)

2.3.2 Premier groupe des équations de Maxwell-Lorentz

Les équations de Maxwell-Lorentz peuvent étre partagées en deux groupes. Dans
un systéme d’axes rectangulaires Oxyz, le premier groupe d’équations s’écrit :

1 OE
tB— - = d 2.23
PR T 2 T (2.23)
divE = 2 (2.24)
€0

Effectuons une projection sur 'axe Ox des vecteurs qui figurent dans I’équation
(2.23) ; on obtient :

30



oB, 0B, 10E,
oy dz ¢ Ot
Cette derniére équation, compte tenu de I'expression des composantes contravri-

antes (2.13) du tenseur champ électromagnétique et celles du quadrivecteur densité
de courant électrique (2.22), s’écrit :

= 1o J, (2.25)

82F12+63F13+80F10:M0J1 (226)

Les projections de I'équation (2.23) sur les axes Oy et Oz conduisent a des
relations analogues a4 (2.26). Ces trois équations peuvent étre écrites, en coordonnées
galiléennes réduites, sous la forme condensée :

O\ ™ = pg J* (2.27)

De méme, en écrivant l'expression de la divergence (2.24) sous forme explicite
en coordonnées x, y, z, puis en remplacant les composantes du champ électrique E
par leurs expressions données par (2.13), il vient :

@FOA:L:MO/)CZMOJO (2.28)
EpC
En rassemblant les deux équations précédentes, on voit que le premier groupe

d’équations de Maxwell-Lorentz peut se mettre, en coordonnées galiléennes réduites,
sous la forme :

O\ M = g J* (2.29)

L’utilisation de coordonnées rectilignes fait apparaitre les dérivées partielles des
composantes du tenseur F),,. Lorsqu’on utilise des coordonnées curvilignes, les dérivées
partielles sont alors remplacées par des dérivées covariantes. Le premier groupe des
équations de Maxwell-Lorentz s’écrit alors en coordonnées curvilignes :

VA FP = pg J* (2.30)

La forme tensorielle (2.30) des équations (2.23) et (2.24) de Maxwell-Lorentz
est valable pour des systémes quelconques de coordonnées rectilignes ou curvilignes.

2.3.3 Second groupe des équations de Maxwell-Lorentz

Dans un systéme d’axes rectangulaires Oxyz a trois dimensions, le second groupe
Y Ayt
s’écrit :

0B
E=—-——— 2.31
rot a1 ( 3 )
divB =0 (2.32)

Les composantes sur 'axe Oz des vecteurs qui figurent dans I’équation (2.31)
sont les suivantes :

31



oE, OE, 0B,
_ = 2.
oy 0z * ot 0 (2.33)

En remplacant les composantes des vecteurs a partir de I’expression des com-
posantes covariantes (2.12) du tenseur champ électromagnétique, il vient, :

82 F30+83 F02+80 F23 :O (234)

Une méme projection sur les axes Oy et Oz montre que I'équation (2.31) peut
s’écrire en coordonnées galiléennes réduites sous la forme tensorielle :

0, Fop + 0o Fo + O Fro = 0 (2.35)

En écrivant I'expression de la divergence donnée par I’équation (2.32), puis en
remplacant les composantes des vecteurs en fonction de celles du tenseur champ
électromagnétique, on obtient :

81 F23+82 F31+83F12 :O (236)

Le regroupement des équations (2.35) et (2.36) montre que le second groupe
des équations de Maxwell-Lorentz s’écrit, en coordonnées galiléennes réduites, sous
la forme :

67 Fag + O F57+65 F,W =0 (237)

Ces équations étant écrites en coordonnées rectilignes, les dérivées partielles sont
a remplacer par les dérivées covariantes en coordonnées curvilignes, soit, :

V. Fog + Vo Fay + Vs Fyy =0 (2.38)

2.3.4 Loi de conservation de I’électricité

La conservation de la charge électrique exprime simplement le fait que la variation
au cours du temps de la densité de charge p dans un volume unité est égale a la
différence de la quantité d’électricité qui entre et sort de ce volume. L’équation de
conservation s’écrit en fonction du courant électrique j :

dp

ot

Pour obtenir la loi de conservation sous forme tensorielle, utilisons le premier
groupe des équations de Maxwell-Lorentz écrit sous forme (2.29) :

+divj =0 (2.39)

O\ FM = g J* (2.40)

Dérivons chaque membre de cette équation par rapport a z* et effectuons une
sommation sur l'indice p; il vient :

O ' = 11y 0, J* (2.41)
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Pour montrer que le nombre de gauche de cette équation est nul, utilisons I’an-
tisymétrie de F** puis échangeons I'ordre de dérivation ainsi que les noms des indices
de sommation ; on obtient :

Oun F' = =0\ FM = =0y, FM¥ = =0,y F"* = 0 (2.42)

L’équation (2.41) devient ainsi, en coordonnées rectilignes réduites :

9, J" =0 (2.43)

Si I'espace-temps est rapporté a des coordonnées curvilignes, I’équation précé-
dente devient :

V,Jh=0 (2.44)

On obtient la loi de conservation de I’électricité sous sa forme tensorielle générale.

2.4 Dynamique classique des milieux continus

Avant d’aborder la dynamique relativiste, nous rappellerons quelques formules
de la dynamique classique des milieux continus mises sous forme tensorielle et que
nous utiliserons par la suite.

2.4.1 Dérivées partielles et totale par rapport au temps

Tout milieu "continu" se compose en réalité d’un trés grand nombre de par-
ticules microscopiques. Mais on peut décrire un milieu continu en considérant un
élément de volume qui contient un nombre suffisant de particules permettant d’é-
valuer des grandeurs moyennes. Nous supposons qu’on peut ainsi définir une densité
de matiére, notée p, et un vecteur vitesse v de ce volume élémentaire. Le référen-
tiel dans lequel on étudie I’évolution dans le temps des caractéristiques de ce volume
élémentaire est rapporté a des coordonnées curvilignes (u', u?, u®, t) o ¢ est le temps.

Notons A une entité qui caractérise ce volume élémentaire, par exemple la densité
p, une composante de v, etc. L’évolution de cette entité peut étre décrite en un point
fixe du référentiel et, dans ce cas, la dérivée de A est la dérivée partielle par rapport

au temps :
0A 0A
— = — 2.45
ot ( ot ) uk=constante ( )

Cette évolution peut également étre rapportée a un systéme de coordonnées lié
localement au mouvement du volume élémentaire. Les variations de A au cours du
mouvement sont alors obtenues au moyen de la dérivée totale par rapport au temps,
soit :
k=3
% = % + — — (2.46)
dt ot — ouk dt
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Introduisons les composantes contravariantes v* = du®/dt du vecteur vitesse v
dans la formule précédente, il vient :

dA 0A
E = W+v Op A (2.47)

2.4.2 Equation de conservation

La densité p d’'un volume élémentaire et sa vitesse v sont liés ensemble car le
changement de densité dépend des entrées et des sorties du flux pv de matiére qui
traverse la surface de ce volume. En coordonnées cartésiennes, on a une équation
classique dite de continuité ou de conservation de la matiére, analogue a (2.39) pour
la charge électrique :

9p | .. B
ot +div(pv) =0 (2.48)

La divergence de pv comporte la somme des dérivées partielles par rapport aux
coordonnées cartésiennes. En coordonnées curvilignes, ces dérivées sont remplacées
par les dérivées covariantes; il vient :

0
8—/; + Vi (pv*) =0 (2.49)

2.4.3 Forces de masse et forces superficielles

Considérons un volume élémentaire dV d’un milieu continu qui posséde une
masse dm = pdV. Des forces de masse agissent sur chaque volume élémentaire ;
elles sont déterminées par des conditions extérieures, par exemple, la présence d’un
champ de gravitation. La résultante des forces de masse est notée fdV ou f est la
force de masse par unité de volume, de composantes contravariantes f°.

D’autre part, des forces superficielles agissent sur la surface des volumes élé-
mentaires et proviennent des flux de matiére et des déformations internes du milieu
continu.

Considérons un élément de surface dS a l'intérieur d’un milieu continu. Cette
surface élémentaire subit de la part du milieu des forces qui proviennent de la matiére
contigue a dS. On note dF = T dS la force qui agit sur cet élément de surface et qui
est due aux particules intérieures au volume élémentaire. La force —T dS sera, en
vertu du principe de I’égalité de ’action et de réaction, la force superficielle exercée
sur d.S par les particules extérieures. Cette force sera, en général, dirigée obliquement
sur dS. Lorsqu’elle est dirigée vers I'intérieur d’un volume considéré, on dit que c’est
une pression, dans le cas ou elle est dirigée vers I’extérieur, on parle d’une tension.

2.4.4 Tenseur des contraintes

Nous allons voir que les composantes de la force T par unité de’aire s’expriment
sous forme des composantes d’'un tenseur du deuxiéme ordre appelé tenseur des
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contraintes. Considérons un tétraédre élémentaire situé a I'intérieur d’un milieu
continu, solide ou liquide, supposé en équilibre statique. Les extrémités des arétes
du tétraédre sont notées respectivement OABC' (Fig. 2.1). Chaque face du tétraédre
est soumise a une force interne due au milieu lui-méme et proportionnelle a I’aire de
sa surface.

FIGURE 2.1.

Notons dSy les aires des faces, soit : dS(OBC) = dS;; dS(OAC) = dS,;
dS(OAB) = dSs; dS(ABC) = dS. Soit n un vecteur unitaire orthogonal & la face
ABC, dirigé de U'intérieur vers I'extérieur du tétraédre.

Déterminons les expressions des composantes ny du vecteur n en fonction de ’aire
dS et des aires dSy des faces du tétraédre. Les aires dSy sont égales a la projection
de 'aire ABC sur le k¢ plan. Notons dS le vecteur orthogonal a la surface ABC', de
longueur égale a dS et dirigé de l'intérieur du tétraédre vers 'extérieur. Soit i,j,k,
les vecteurs de base orthonormés, on a :

Le vecteur n a donc pour composantes :

Notons dt' la force qui s’exerce sur une face d’aire dS;; ses composantes sont
notées suivant les axes orthogonaux Oz* :

it =1 dSy + 12 dSy + 10 dSs ;i =1,2,3 (2.52)

Soit 77 les composantes de la force T, appelée contrainte, qui s’exerce par unité
d’aire sur la face ABC'. L’équilibre des forces du milieu continu s’exprime pour les
composantes, selon I'axe Ox!, par :

TV dS = dt™ + dt*' + dt*' = tF1ds, (2.53)
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Compte tenu des expressions (2.52) des composantes du vecteur n, on a :

T = " (dSy/dS) = t* ny, (2.54)

On obtient des expressions analogues pour les axes Oz? et O3, d’ou finalement :

T = "y, (2.55)

Les quantités t*7 ainsi définies sont les composantes contravariantes d’un tenseur
appelé tenseur des contraintes. Selon la direction des forces internes, on aura un
tenseur des pressions ou tenseur des tensions. Le terme tenseur a précisément,
pour origine I’étude des tensions internes des milieux continus.

Dans un systéme de coordonnées curvilignes, le tenseur des contraintes t*/ sera
également défini en fonction de la force par unité d’aire.

2.4.5 Equations générales de la dynamique des milieux con-
tinus

Considérons dans un milieu continu, une surface fermée quelconque S qui limite
une portion de volume V. Utilisons un systéme de coordonnées rectilignes orthogo-
nales 2!, 22, 2°. Appelons 7* les composantes de I’accélération du centre d’un élément
de volume dV du volume V. La force élémentaire d’inertie qui s’exerce sur dV a pour
expression : —v* pdV. D’autre part, les forces superficielles sont représentées par le
tenseur ¢*7. Ecrivons les conditions classiques de nullité du vecteur du torseur formé
par les forces d’inertie et les forces extérieures et superficielles, soit :

///‘/(fi—pyi)dV—/[gtkidakzo (2.56)

ou I’élément d’intégration doy, est égal a dSi/dS. Annulons d’autre part le mo-
ment du torseur, soit :

///V [(@"(f7 = p?) =2/ (f' = p7)] dV—//S(xit’”’—a:jt“)dak:o (2.57)

L’intégrale de surface qui figure au premier membre de (2.56) peut étre trans-
formée en une intégrale triple en utilisant la formule de Green. L’équation (2.56)

s’écrit alors :
/// (Fi = pr' — Oty dV = 0 (2.58)
1%

On peut faire de méme pour 'intégrale de surface (2.57); on obtient :

///V (@' (7 = pr? = O ™) =2 (' = ' — O 2™)] dv_//s(tij—tji)d‘/:()

(2.59)
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[’intégrale triple du premie membre de (2.58) étant indentiquement nulle quel
que soit le colume V' considéré, il en résulte que I'élément d’intégration est néces-
sairement nul, soit :

fr=py = oct" =0 (2.60)

La premiére intégrale triple de (2.59) est donc nulle. La seconde intégrale de
cette méme équation est alors également nulle, d’ou :

t— 1" =0 (2.61)

Les équations (2.60) sont les équations de la dynamique des milieux continus
dans un systéme de coordonnées rectilignes orthogonales. Dans un systéme de coor-
données curvilignes, ces équations s’écrivent :

pyt = fF =Vt (2.62)

En coordonnées curvilignes, il correspond au tenseur des contraintes t/* une den-
sité de force par unité de volume donnée par :

KF=v,;t* =0 (2.63)

Les relations (2.61) montrent que le tenseur des contraintes est symétrique par
rapport a ses deux indices.

2.4.6 Autre expression des équations générales

En donnant une forme explicite & 1’accélération + dans les équations générales
(2.62) de la dynamique des milieux continus, on obtient une autre expression de ces
équations. En effet, ’accélération est la dérivée totale par rapport au temps de la
vitesse v de composantes v’. L’expression générale de I’accélération issue du calcul
tensoriel nous donne :

- dv , o' ‘ .
V= —— T P = —— T oF o™ R O ot (2.64)
dt ot

En groupant les deux derniers termes du troisiéme membre de I’équation précdente,
il vient :

9t .
= —— bV 2.65
gl ot k ( )

Multiplions " par la densité p et faisons entrer p sous les signes de dérivation
du second membre de (2.65); on obtient :

i_apvi I N @ k
PV =57 + Vi (pv™v') —wv [8t+vk(pv) (2.66)

La quantité précédente entre crochets représente I’équation de conservation de
la masse (2.49). Cette quantité est nulle et ’équation (2.66) se réduit a :
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py = + Vi (pvt o) (2.67)

Les équations générales (2.62) de la dynamique des milieux continus s’écrivent
alors, compte tenu de (2.67), sous la forme :

dpvt
ot
Ces nouvelles équations, ainsi que celle de conservation de la masse, permettent
d’étudier les comportements d’un milieu continu sous ’action des différentes forces
qu’il subit. Pour déterminer complétement ces évolutions, il faut naturellement con-
naitre les expressions des composantes fi et t*.

+ Vi (pvF ot + 7)) = f° (2.68)

2.5 Dynamique relativiste des milieux continus

Afin d’obtenir la forme tensorielle générale de la dynamique relativiste des mi-
lieux continus, nous allons tout d’abord établir ces équations pour un volume élémen-
taire dV situé en un point M, dans un référentiel Ry par rapport auquel 1’élément
de volume est immobile. Le référentiel Ry choisi est un systéme galiléen orthogonal.

2.5.1 Equations relativistes dans un systéme de repos

Puisque, par hypothése, le volume dV est au repos au point M, le vecteur vitesse
v de la matiére est nul. Les composantes u® de la quadrivitesse unitaire associée a
v’ sont donc telles qu’au point My, on a :

u=1; u'=0 (2.69)

Par contre, les dérivées des composantes v*,7 = 1,2, 3, de la vitesse ne sont pas
nulles en général. Puisque u® est unitaire, on a : u®d,u® = 0; les dérivées de u®
sont, données par :

. 1 .
Du’=0; d,u" = - o, v' (2.70)

D’autre part, ’équation de conservation de la masse (2.49) s’écrit au point M,
dans le systéme Rg sous la forme :

dp
L 4+ 0, (p™) =0 2.71
By + O (p™) (2.71)
[’équation (2.68) devient également au point My, puisque v = 0 :
Ot = f! 2.72
5 T O f (2.72)

Dans ces équations, les p** sont les composantes du vecteur impulsion par unité
de volume qui, pour la mécanique classique, se réduit & pv* correspondant a la masse
de matiére par unité de volume. Or, en dynamique relativiste, toutes les formes d’én-
ergie apportent leur contribution au vecteur impulsion. Dans les milieux continus, il
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faut donc ajouter I’énergie superficielle résultant des tensions ou des pressions. Nous
verrons, par la suite, le cas ou intervient I’énergie d’interaction électromagnétique.

Calculons le flux d’énergie qui traverse une surface d’aire dS dont les "com-
posantes" sont notées dop = dSi/dS = ny. La force superficielle, selon (2.55),
s’écrit :

T = " py, (2.73)

Supposons que le milieu matériel se déplace a la vitesse v au voisinage de la
surface dS. Notons v; les composantes covariantes de cette vitesse dans la métrique
d’espace dI? = —[(dzt)? + (d2?)? + (dz®)?]. Le travail de la force (2.73) est alors
donné par : —v; t" doy.

[’élément de surface dS est donc traversé par une certaine quantité d’énergie
correspondant a la fois a la densité de matiére p et au tenseur des contraintes t%7. I
va en résulter un certain vecteur impulsion de composantes p* par unité de volume.
Ces composantes comportent une partie classique pvk et une masse correspond,
selon I’équivalence entre masse et énergie, & —(1/c?)v; t"7; on obtient :

1 .
P =pot — U £k (2.74)

Au point My, le vecteur impulsion a des composantes qui sont nulles mais leurs
dérivées ne le sont pas en général. Pour obtenir les équations de la dynamique rel-
ativiste des milieux continus, valables en M, dans le repére galiléen Ry, on va sub-
stituer & p** qui figure dans les équations (2.71) et (2.72) I'expression p* donnée
par (2.74). En tenant compte du fait que les composantes v* de la vitesse en M
sont, nulles, on obtient :

B 1 |
a—f+p8kvk—gﬁkvjtk] —0 (2.75)
o vt 1 0v; .. A .

Por —agrl T =T (2.76)

Transformons les deux équations précédentes en effectuant les dérivations par
rapport a la variable réduite 2° = ct, il vient :

1 )
c@op+p8kvk——28kvjtk]:0 (277)
¢
i1 ij ik _ i
pcoov' — — dovjt? + Opt™ = f (2.78)
¢

Ce sont les équations relativistes du mouvement d’un milieu continu au point
My par rapport au systéme de repos Ry.
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2.5.2 Equations relativistes sous forme tensorielle

Cherchons a présent la forme tensorielle des équations générales de la dynamique
relativiste des milieux continus. Les équations de la dynamique classique (2.68)
écrites dans l'espace tridimensionnel suggérent d’utiliser dans l'espace-temps un
tenseur symétrique d’ordre deux, noté 7. Ce tenseur doit admettre dans le systéme
de coordonnées Ry, au point M, les composantes :

TH =" T"=T"=T" =0 (2.79)
Le tenseur T est le tenseur relativiste des contraintes. Si u,, est le quadrivecteur
vitesse unitaire, le tenseur 7™ vérifie Iidentité tensorielle :
A
T vy, =0 (2.80)

En ce qui concerne le vecteur force f? qui apparait dans les équations (2.68),
nous introduisons le vecteur de composantes ®* telles que au point M, dans le sys-
téme de coordonnées Ry, on ait : ®F = f¥; &9 = 0.

Le quadrivecteur ®* joue le role d’un vecteur force; il est constamment orthog-
onal & la quadrivitesse unitaire, soit :

Oy, =0 (2.81)

En utilisant les tenseurs T™ et ®* que nous venons d’introduire, les équations
de la dynamique relativiste (2.77) et (2.78) peuvent étre mises sous une forme
tensorielle valable dans un systéme de coordonnées curvilignes quelconque. Nous
vérifions, au cours de lexercice (?7) que les équations suivantes permettent de
retrouver effectivement les équations (2.77) et (2.78) :

V,(pFutut +TH) = (2.82)

Les équations (2.82) sont les équations tensorielles générales de la dynamique
relativiste des milieux continus.

2.6 Tenseur Impulsion-Energie

2.6.1 Tenseur impulsion-énergie d’un milieu continu

Le quadrivecteur impulsion-énergie qui est introduit en coordonnées rectangu-
laires se généralise en coordonnées curvilignes. Pour un milieu continu, les équations
(2.82) conduisent & introduire un tenseur de deuxiéme ordre P :

1
PM = putut + 3 T (2.83)

Le tenseur PM est appelé le tenseur impulsion-énergie d’un milieu continu.
[’identité tensorielle (2.80) montre qu’on a :

PMa, = pu (2.84)
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Ce tenseur permet d’écrire les équations tensorielles (2.82) sous la forme suivante
qui généralise ’équation fondamentale de la dynamique relativiste d’'une masse :

1
vV, P¥ = = * (2.85)

2.6.2 Quadrivecteur densité de force de Lorentz

Lorsqu’on considére un milieu constitué d’'un grand nombre de charges élec-
triques, formant ainsi un milieu continu, il faut tenir compte des actions électromag-
nétiques pour déterminer 'impulsion-énergie du milieu. Auparavant, il faut déter-
miner le vecteur force qui apparait dans I’équation (2.85).

Pour cela, considérons la force qui s’exerce sur la quantité d’électricité contenue
dans I'unité de volume. Cette densité de force est donnée par la théorie de Maxwell-
Lorentz et s’écrit en coordonnées galiléennes sous la forme :

K=pE+)pvxB (2.86)

Les vecteurs E et B sont les vecteurs champs électrique et magnétique; v, une
vitesse locale des particules; p, la densité des charges du milieu. Les composantes
selon 'axe Ox des vecteurs de I’équation (2.86) ont pour relation :

Ky =pE,+pv,H, —pv. H, (2.87)

Transformons cette derniére équation en remplagant les composantes cartésiennes
de la vitesse par leurs composantes covariantes et introduisons les composantes con-
travariantes du tenseur champ électromagnétique; il vient :

K'= JyF" + Jy, F?' + Js ' = J, FM (2.88)
Un calcul analogue pour les composantes K* selon les axes Oy te Oz montre que
I'on a :
K" = J\ F" (2.89)
Dans 'espace quadridimensionnel, la densité de force (2.89) doit étre complétée
par un terme K° conduisant a un quadrivecteur valable dans un systéme quelconque
de coordonnées curvilignes. Les composantes contravariantes sont données par :
KW= J, F* (2.90)
La quatriéme composante K ainsi introduite a pour expression en coordonnées
galiléennes réduites :
K= J F' + J, F?° 4 J3 F% (2.91)
Compte tenu de la formule (2.86), la composante K° s’écrit :

1 1
K'==pv - E=-K - v (2.92)
c c
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La composante K" représente au facteur 1/c prés, le travail fourni par unité de
temps et de volume par la densité de force K. Le quadrivecteur défini par (2.90)
est appelé quadrivecteur densité de force de Lorentz. On démontre aisément
que ce vecteur est orthogonal au vecteur courant J*.

2.6.3 Tenseur impulsion-énergie du champ électromagnétique

Lorsque le nombre de charges électriques qui figurent dans un milieu continu
est extrémement élevé, chaque particule chargée subit le champ électromagnétique
FM créé par I'ensemble des autres charges. Le milieu considéré est donc soumis a la
densité de force de Lorentz K* défini par (2.90).

Les équations générales du mouvement du milieu continu comportant des charges
électriques sont donc les équations (2.85) dans lesquelles le vecteur force par unité de
volume ®* est remplacé par la densité de force K*. Les équations (2.85) s’écrivent
alors :

1
vV, PM = = KA (2.93)

Le second membre de cette derniére équation peut étre mis sous la forme de
la dérivée covariante d’un tenseur du deuxiéme ordre. Pour cela, substituons dans
I'expression de K* donnée par (2.90), le courant J, donné par (2.30) et dont
I’expression est :

Ky =J"F\, (2.94)
il vient :

1
Ky=—F\,V, F" (2.95)
Ho

En intégrant par partie le second membre de 1’équation précédente, on obtient :

po Ky = =V, (F\, ") + F*' V, Fy, (2.96)

Le dernier terme de 'équation (2.96) s’écrit en échangeant les indices de somma-
tion u, v et en tenant compte de "antisymétrie du tenseur champ électromagnétique :

1 1
FYN, By = 5 (F" V, By + PV ) = S P (V, By £V, Fn) - (297)

D’autre part, le second groupe des équations de Maxwell peut s’écrire sous la
forme :

YV, Fai 4V For + VaF, =0 (2.98)

L’expression (2.97) s’écrit alors compte tenu de (2.98) :
p L o 1 p
FP N, Py = =5 P V3 Fuy = =7 VA (F™ F) (2.99)
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En reportant le dernier terme de (2.99) dans la relation (2.96), on obtient :
1
—to Ky =V, (Fa, F*) + 2 Vi (Fag By (2.100)
Changeant les indices, il vient :
1
—,uoK)\ :v“(F)\aFa“—FzgéfFagFaﬁ) (2101)

Cette derniére expression de K, permet d’introduire un tenseur symétrique, ap-
pelé tenseur d’impulsion-énergie du champ électromagnétique, a savoir :

1 1
_ - aff o
M)\M = ,LLOCQ <4g>\uFaﬁF F)\ozFM) (2102)
En ayant £ 119 ¢®> = 1, on peut aussi écrire :
1 af3 «
M)\ﬂ = £&p Zg)‘“FaBF —F)\a F,u (2103)

Compte tenu de (2.102), les équations fondamentales (2.93) du mouvement d’un
milieu continu contenant des charges électriques s’écrit alors sous la forme :

V, (P + M) =0 (2.104)

Le tenseur impulsion-énergie P pour un milieu continu a pour origine les forces
de masse et les forces superficielles ; le tenseur MM est lié¢ aux forces électromagné-
tiques agissant sur les particules chargées. Le tenseur :

QM = PM 4 MM (2.105)

est le tenseur impulsion-énergie total pour un milieu continu prenant en
compte les actions électromagnétiques.

2.7 Exercices

2.7.1 Quadrivecteur dalembertien

. érateur gradient, noté A trois dimensions peut étre généralisé
1. L’opérate adient, noté V, de ’espace a trois dimensions peut étre généralisé
pour 'espace-temps a quatre dimensions sous la forme :

0 0 o 0 0
v4 - <_ %7 _8_y7 _%7 %) - (_ V3,—%) (2106)

ou les coordonnées x, y, z, ct sont les coordonnées galiléennes.

Montrer que 'opérateur V4 posséde les propriétés d’'un quadrivecteur lors du
passage d’un référentiel d’inertie R a un autre R’ animé d’une vitesse uniforme
de translation par rapport au précédent.

2. Ecrire I'expression de la divergence d'un quadrivecteur A = (A}, Ay, As, Ay).
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3. Ecrire 'expression du dalembertien, noté [J, en fonction de 'opérateur V, et
en déduire que [J est un quadrivecteur.

2.7.2 Correction

1. Utilisons les formules de la transformation de Lorentz-Poincaré qui sont des
formules de changement de variables. On obtient :

LR N B S R T
o ! 0w det) ' oy Oy 07 0z
(2.107)
0 0 d

L’opérateur défini par :

0 0 o 0 0
- - = 2 _Z T )| - - 2.109
Va ( dx’ 0y’ 8z’8ct) ( Vs, 8ct) ( )
posséde bien les propriétés de transformation d’'un quadrivecteur.

2. La divergence d’'un quadrivecteur A = (Aj, Az, A3, Ay) s’obtient en effectuant
le "produit scalaire" entre les quadrivecteurs V4 et A. On obtient :

(2.110)

divA:v4.A:_< 0A 04 8A3) 9 A,

9z Oy 0z Oct

3. L’opérateur dalembertien s’obtient en effectuant le carré scalaire du quadrivecteur
V4. On obtient :

Vy- V=

1 92 0? 0? 0? 1 0?
= _ = — —— —A=01 2.111
c? 0t? <8x2+0y2+0z2) c? 0t? ( )

Puisque 'opérateur V4 est un quadrivecteur, sa norme est un invariant rela-
tiviste. Par conséquent, le dalembertien reste invariant pour la transformation
de Lorentz-Poincaré. On écrira : O = [,

2.7.3 Equations fondamentales de la dynamique relativiste
des milieux continus

Les équations fondamentales de la dynamique relativiste des milieux continus
sont données par les relations (2.82), a savoir :

V,(pFutut + T = o (2.112)

oll p est la densité d’un volume élémentaire du milieu continu; T™ les com-
posantes du tenseur des pressions ou des tensions; ®* est un vecteur qui a pour
composantes : ¥ = f¥: ®° = 0, oi f est la force de masse par unité de volume, de
composantes contravariantes f°.
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1. Ecrire les équations (2.112) pour A = 0 et pour A\ = &k dans un systéme de
coordonnées galiléennes Sy par rapport auquel la matiére est au repos en un
point M, de I’espace-temps.

2. Démontrer qu’on a la relation : 9y T = —0y uy T
3. Reporter dans les équations écrites en (1) les expressions de 9y T,

4. En substituant aux composantes u’ les composantes v selon (2.70) dans les
équations précédentes, montrer qu’on retrouve les équations (2.77) et (2.78).

2.7.4 Correction

1. Pour A = 0 et pour A = 4, les équations (2.112) s’écrivent :

Fop+Epout + 0, T +9,T™ =0 (2.113)

Fogu' + 0pt* + 0, TV = [ (2.114)

2. Les termes 0\ T% qui figurent dans les équations (2.113) et (2.114) peuvent
s’écrirent au point M, :

ONT = Oy (ug T) (2.115)

Compte tenu de ’équation (2.80), on peut écrire :

8)\ (’LLQ TOM) = —8)\ (Thu uh) = —6A Up, T}W (2116)
Les relations (2.115) et (2.116) nous donnent :

ONT = —0\ uy, T (2.117)

3. En reportant les expressions de 9y T données par (2.117) dans les équations
(2.113) et (2.114), on obtient :

Fop+pout —Opupt™ =0; X=0 (2.118)

Foput + Ot —upt" = f1 A= (2.119)

4. Les dérivées partielles u’ de la vitesse unitaire sont liées aux dérivées des com-
posantes ' de la vitesse de la matiére, qui est nulle au point M,, par les
relations (2.70), a savoir :

. 1 .
Ouu’=0; Ju' ==09,0 (2.120)
C

Substituons aux composantes u' les composantes v* données par (2.120) dans
les équations (2.118) et (2.119), il vient :

1
c@op+p8kuk—§8kvhtkh:() (2.121)
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. . 1 . .
cOp v + Opt* — = 9y up th = f° (2.122)
C

On vérifie ainsi que les équations fondamentales de la dynamique relativiste
des milieux continus redonnent bien les équations établies dans le cas d’un
systéme galiléen orthogonal.

2.7.5 Quadrivecteur potentiel

Les champs électrique E et magnétique B constituent des aspects parcellaires
d’une seule entité, le champ électromagnétique. Il en est de méme pour le poten-
tiel vecteur A et le potentiel scalaire ¢ puisque ces derniers sont liés aux champs
électrique et magnétique par les équations de Maxwell.

1. Déterminer les équations de propagation des potentiels électrique E et magné-
tique B a partir des équations de Maxwell en imposant la condition de jauge
de Lorentz définie par :

1 0®
divA+ = — = 2.123
VA + 5 S 0 ( )
2. On définit le quadripotentiel A par :
A= (A;,A,A,,9/c)=(A2/c) (2.124)

Déterminer I’équation de propagation du quadripotentiel A en partant des
équations de propagation de A et P.

3. En déduire que le quadripotentiel est un quadrivecteur. Déterminer les for-
mules de transformation des composantes de A lors du passage d’un référentiel
d’inertie a un autre.

2.7.6 Correction

1. Avec le choix de jauge de Lorentz, les potentiels satisfont aux équations de
propagation :

1 9*°A 1 0°® p
S~ AA=mI 0=

OA = _
2 02 €0
ou p est la densité de courant, j, le vecteur densité de courant.

C

2. On définit le quadripotentiel A dans un référentiel R par :

A = (A, Ay, A, DJc) = (A, D/c) (2.126)

Le vecteur A ainsi défini permet de mettre la jauge de Lorentz sous la forme
d’une quadridivergence :

Vi - A=0 (2.127)
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[’équation de propagation du potentiel scalaire ® peut s’écrire sous la forme :

P pc

= pocp = o Jy (2.128)

ou Jy est la quatriéme composante du quadrivecteur densité de courant J. Le
quadripotentiel A permet alors de regrouper les équations de propagation des
potentiels A et ® en une seule :

DA =0 (2.129)

. Il en résulte de cette derniére équation que le quadripotentiel A est un quadrivecteur.

Le dalembertien [] est un invariant relativiste et J est un quadrivecteur. Dans
un autre référentiel d’inertie R’, le quadripotentiel a pour expression :

A= (AL A AL Je) = (A, B [c) (2.130)

Par conséquent, les formules de transformation des composantes du quadrivecteur

A sont données par :

(2.131)
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Chapitre 3

Idées de base de la relativité générale

Considéré d’un point de vue mathématique, ’espace-temps plat de la relativité
restreinte n’est rien de plus qu’un ensemble dont les points représentent les po-
sitions spatiotemporelles des événements physiques. Dans un tel espace-temps, les
effets gravitationnels sont complétement négligés, comme si la matiére n’existait pas.
En relativité générale, la matiére, et donc la gravitation, va étre prise en compte,
déformant ’espace-temps de la relativité restreinte.

D’autre part, la relativité restreinte ne considére que des systémes de référence en
translation uniforme les uns par rapport aux autres. Une telle restriction ne permet
pas d’englober tous les types de référentiels possibles ainsi que va le faire la relativité
générale.

Un petit nombre d’idées de base, consduisant & des hypothéses ou principes, va
étre utilisé pour poser les fondements de la relativité générale. Les développements
mathématiques de ces hypothéses aboutissent a des formules fondamentales appelées
équations du champ de gravitation ou équations d’Einstein.

3.1 Il faut modifier la loi de gravitation

Selon la loi d’attraction universelle, la force d’attraction qui s’exerce entre deux
masses quelconques est proportionnelle & leur produit et inversemment proportion-
nelle au carré de la distance qui sépare leur centre de masse.

Cette loi newtonienne n’entre cependant pas dans le cadre de la relativité re-
streinte car elle n’est pas invariante par une transformation de Lorentz-Poincaré. Il
est remarquable que dés 1905, Henri Poincaré s’interroge sur la loi de la gravitation
et il va rechercher :

Quelles modifications elle [la transformation de Lorentz-Poincaré] nous
obligerait & apporter aux lois de la gravitation. C’est ce que j’ai cherché a
déterminer : j’ai été d’abord conduit a supposer que la propagation de la
gravitation n’est pas instantanée, mais se fait avec la vitesse de la lumiére.
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Poincaré a ainsi cherché a rendre relativiste la loi de la gavitation ce que d’autres
feront apres lui. Plusieurs essais infructueux virent ainsi le jour avant ’avénement de
la théorie de la relativité générale d’Einstein en 1915 car ces tentatives restérent dans
le cadre de la relativité restreinte. Einstein, par le biais d'une généralisation a tous
les repéres accélérés ou non, va venir & bout de toutes les difficultés qu’engendrait
une restriction aux seuls référentiels d’inertie.

3.2 Gravitation et accélération équivalentes

La loi de la dynamique de Newton postule que la résultante F' des forces ap-
pliquées a un corps est égale au produit de son accélération a par un coefficient
appelé masse inerte ou inertielle, notée m,;, du corps : F' = m;a.

D’autre part, Newton introduisit ce que’on appelle la masse gravitationnelle,
notée M, ou m,, dans 'expression de la loi d’attraction universelle entre les corps.
Cette derniére postule que le la force F' qu’exerce une masse M, sur une autre m,,
est attractive et dirigée suivant la droite joignant le centre des masses, qu’elle est
proportionnelle au produit des deux masses, et inversement proportionnelle au carré
de la distance r qui sépare ces centres : F' = G M, m,/r?.

On peut considérer que ces masses gravitationnelles, encore appelées masses
graves, agissent comme des sources qui engendrent la force de gravitation, ou encore
comme des "charges" gravitationnelles qui s’attirent I'une I'autre.

3.2.1 Principe d’équivalence de Newton

La masse inerte m,; ainsi que la masse gravitationnelle m, peuvent a priori étre
distinctes et varier suivant la substance du corps.

Newton postula, au contraire, que le rapport entre les masses m; et m, d'un
méme corps est indépendant de la substance dont il est constitué. Il se proposa de
vérifier expérimentalement la validité de son postulat a ’aide d’expériences faites
avec des pendules comportant des masses de différentes substances suspendues a des
fils de méme longueur. En mesurant la fréquence d’oscillations des pendules, New-
ton vérifia que le rapport m,/m,; est indépendant de la substance formant la masse
du pendule. Certes, la précision n’était que de I’ordre de 1072 mais de nombreuses
expériences ultérieures, jusqu’au cours du 20e siécle, ont permis d’atteindre une pré-
cision de 10712,

Le rapport m;/m, est donc une constante universelle indépendante de toute
substance particuliére. En choisissant convenablement un systéme d’unités, on peut
faire en sorte que m; = m,. Le postulat de I'égalité entre les masses inertes et graves
constitue le principe d’équivalence newtonien.

[’étude de la chute des corps dans le vide permet également de vérifier ce principe
d’équivalence. Cette expérience classique montre que tous les corps tombent avec la
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méme accélération a dans un champ de gravitation donné. En combinant la loi d’at-
traction universelle et la loi de la dynamique de Newton, on obtient pour expression
de I'accélération : a = F/m; = (G M,/r?)/(my/m;). Puisque 'accélération a est une
constante, le rapport mg,/m; est identique pour tous les corps.

La loi d’attraction universelle présente donc une caractéristique fondamentale
parmi les autres forces connues de la physique. En effet, I’accélération a communiquée
a une masse m,; par une force quelconque F', dépend en général de sa masse puisque :
a = F'/m;. Par contre un corps placé dans un champ de gravitation di a une masse
M, acquiert une accélération indépendante de sa masse puisque my, = m;,
don : a = (G M,/r?)

3.2.2 Mesures dans des champs de gravitation et d’accéléra-
tion

Un probléme reste posé par cette identification entre masses inerte et grave.
Newton n’avait fait que constater un résultat expérimental, puis ’avait posé comme
postulat, mais sans donner une interprétation de 'origine d’une telle identité.

Pour comprendre cette derniére, imaginons les expériences suivantes décrites par
la figure 3.1. Un masse m est suspendue a un ressort fixé dans la partie supérieure
d’une boite. Lorsque la boite se trouve immobile sur la Terre, la masse m subit un
champ de gravitation g et elle étire le resssort d’une certaine longueur L. Imagi-
nons a présent la méme boite suffisamment éloignée de la Terre pour ne plus subir
d’influence gravifique, et supposons qu’elle soit soumise a une accélération de valeur
g. Le ressort subira également un allongement identique L. Les effets d'un champ
de gravitation ou d’'un champ d’accélération sont les mémes. Un observateur situé
a l'intérieur de la boite ne pourra pas savoir si ’étirement du ressort est di a la
gravitation ou a ’accélération.
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Ressort au repos Masse dans un champ Masse dans un champ
sans masse de gravitation g d’accélération g
FIGURE 3.1.

Dans un champ de gravitation, l'allongement du ressort est déterminé par la
masse gravitationnelle m, du corps. Par contre dans un champ d’accélération, ce
méme allongement est dii a la masse inertielle m;. Nous voyons apparaitre I'égalité
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nécessaire entre la masse gravitationnelle et la masse inertielle puisque I'allongement
L du ressort est identique dans les deux expériences.

3.2.3 Principe d’équivalence d’Einstein

C’est, cette équivalence physique entre un champ de gravitation et ’accélération
correspondante de la boite, celle-ci pouvant étre considérée comme un systéme de
référence, qui constitue le principe d’équivalence d’Einstein.

Ce principe est publié par Einstein en 1907, dans un article intitulé : Le principe
de la relativité et les conséquences tirés de celui-ci :

Nous considérons deux systémes en mouvement S; et S,. Supposons
S, accéléré selon ’axe des X et soit 7 la grandeur constante dans le temps
de cette accélération. On suppose S, au repos mais placé dans un champ
de gravitation homogéne qui communique & tous les objets une accéléra-
tion v dans la direction des X. Pour autant que nous sachions, les lois
physiques par rapport a S; ne différent pas de celle par rapport a S,. Nous
n’avons par conséquent, dans 1’état actuel de notre expérience, aucune
raison d’admettre que les systémes S; et S5 différent ’un de ’autre sous
quelque rapport que ce soit, et nous allons dans la suite faire la compléte
équivalence physique entre un champ de gravitation et 1’accélération cor-
respondant du systéme de référence.

En particulier, si la boite située dans un champ de gravitation de la figure 3.1
est en chute libre avec une accélération g, tous les corps présents dans cette boite
apparaitront comme non accélérés par rapport a celle-ci. Donc, par rapport a un tel
référentiel, le champ gravitationnel extérieur est "effacé". Les lois de la physique non
gravitationnelle s’appliquent donc, dans ce référentiel local en chute libre, comme
elles le faisaient dans un référentiel inertiel.

3.2.4 Equivalence locale entre gravitation et accélération

La formulation de I’équivalence d’Einstein a lieu pour une accélération con-
stante et un champ de gravitation homogéne. Dans ce cas, c’est tout le référentiel
accéléré qui est équivalent a tout référentiel contenant le champ de gravitation.

On pourrait penser que, quel que soit le champ de gravitation, il est possible
de trouver un référentiel accéléré donnant un champ d’accélération équivalent. Ce
n’est pas vrai en général; c’est le cas, par exemple, du champ de gravitation de
notre planéte. Celui-ci est en effet dirigé, en tout point de la surface du globe, vers
le centre de la Terre. Aucun systéme de référence accéléré ne permet de recréer la
totalité du champ de gravitation terrestre.

La principe d’équivalence entre gravitation et accélération ne s’applique, en
général, qu’a un espace assez limité. Ce principe est donc le suivant :
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Un champ de gravitation est localement équivalent & un champ d’ac-
célération.

Il est donc seulement possible de remplacer localement les forces gravitation-
nelles par des forces d’inertie engendrées par une accélération.

3.3 Systémes de référence équivalents

En Relativité restreinte, on postule que les lois de la physique doivent avoir la
méme forme dans tous les référentiels en translation uniforme. Ces derniers jouissent
donc d’un certain privilége par rapport a des référentiels quelconques accélérés.

Or le principe d’équivalence met en avant le fait que les lois de la physique ne
différent pas selon qu’il s’agit d’'un référentiel accéléré ou gravitationnel. Il existe
donc des référentiels qui ne sont pas ceux de la Relativité restreinte.

3.3.1 Critique des fondements de la mécanique classique

Les réflexions du physicien Ernst Mach sur les fondements de la mécanique clas-
sique furent & l'origine de la recherche de nouveaux principes de base. Dans son
ouvrage de 1916, Einstein reprend les critiques de Mach sur les insuffisances des
fondements de la mécanique classique; il y ajoute également ceux de la relativité
restreinte :

Comme nous ’avons déja signalé a plusieurs reprises, la Mécanique
classique part de ce principe : les points matériels suffisamment éloignés
d’autres points matériels effectuent un mouvement rectiligne et uniforme
ou restent au repos. Nous avons aussi plus d’une fois fait remarquer que
cette loi fondamentale ne peut étre valable que pour des corps de référence
K qui sont dans des états de mouvements particuliers et qui effectuent,
les uns par rapport aux autres, un mouvement de translation uniforme.
Relativement & d’autres corps de référence K’ la loi n’est pas valable.

Parmi les systémes de référence K, ceux qui effectuent un mouvement de rotation
uniforme sans avoir besoin pour leur maintien d’aucune action extérieure mettent
bien en évidence cette différence arbitraire entre référentiels.

[-..] je cherche en vain dans la Mécanique classique (ou dans la théorie
de la relativité restreinte) ce quelque chose de réel auquel je puisse at-
tribuer le comportement différent des corps par rapport aux systémes de
référence K et K’'. Newton avait déja vu cette objection et il chercha en
vain 4 Dinfirmer. C’est E. Mach qui ’a reconnue le plus clairement et
exigé, a cause d’elle, que la mécanique soit établie sur une nouvelle base.
Cette objection ne peut étre évitée que par une physique qui satisfait au
principe de relativité générale.
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3.3.2 Principe de relativité généralisée

On peut alors se demander si les lois de la physique ne doivent pas pouvoir étre
exprimées, sous une méme forme dans n’importe quel genre de référentiel. Pourquoi,
en effet, la nature donnerait-elle un privilége particulier aux systémes en translation
uniforme 7 Le fait de juger qu’un mouvement est uniforme dépend en effet de 1’état
de mouvement dans lequel on se trouve soi-méme. Ainsi que le dit Eisntein :

Qu’est-ce que la Nature a a faire avec les systémes de coordonnées et
leur état de mouvement, alors que c’est nous qui les avons introduits ?

Einstein va donc étendre le principe de relativité de Poincaré et postuler que
toutes les lois de la Nature doivent avoir la méme forme dans tous les référentiels.

C’est, le principe de relativité générale qui peut étre exprimé de la maniére
simple suivante :

Tous les systémes de référence, quel que soit leur état de mouvement,
doivent étre équivalents pour I’expression des lois de la Nature.

Ainsi que nous allons le voir par la suite, I'idée fondamentale de ce principe doit
étre exprimée d’une maniére plus abstraite pour étre tout a fait exacte.

3.3.3 Une idée audacieuse

Il fallait une certaine audace pour généraliser ainsi le principe de relativité, car les
observations les plus familiéres semblent contredire cette généralisation. Par exmple,
lorsque nous sommes dans une voiture qui roule a vive allure et que le conducteur
décélére brusquement, en donnant un coup de frein, nous sommes projetés en avant.
Il parait difficile d’admettre que les lois de la mécanique sont les mémes dans un
systéme en translation uniforme et dans un autre accéléré.

Si le principe d’équivalence repose sur des mesures précises et des faits experi-
mentaux, il n’en est pas de méme du principe de relativité généralisée.

Auncun argument basé sur ’expérience ou la théorie ne permettait de soutenir
ce principe, mais Einstein le concevait sans doute comme une sorte de nécessité
philosophique, d’idéal unificateur. Comme toutes les hypothéses, ce seront les ré-
sultats expérimentaux qui devront valider ou non cette extension du principe de
relativité.

3.4 Nécessité d’une géométrie non-euclidienne

La relativité générale va étre édifiée sur la base de la Relativité restreinte. Puisque
cette derniére ne s’occupe que des référentiels en translation uniforme, elle ne remet
pas en cause les propriétés géométriques classiques de 1’espace. Ces propriétés sont
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celles de la géométrie dite euclidienne. Pour celle-ci, par exemple, la somme des
angles d’un triangle est égale a 180 degrés, le rapport entre la circonférence et le
diamétre d’un cercle est égal a 3.14..., etc. Il n’en est plus de méme lorsqu’on consid-
ére des systémes de référence accélérés auxquels on applique les lois de la Relativité
restreinte.

3.4.1 Systémes de référence en rotation

Dans un systéme de référence d’inertie rapporté a des coordonnées galiléennes,
I'intervalle ds est déterminé par la relation (1.4) :

ds* = A dt* — (do* + dy* + d2?) (3.1)

Lorsqu’on passe a tout autre référentiel d’inertie, on sait que ’expression de I'in-
tervalle n’est pas affectée. Mais si ’on passe a un référentiel non inertiel, ’expression
de ds? n’est plus alors la différence des carrés des différentielles temporelles et spa-
tiales.

Considérons, par exemple, deux référentiels (Fig. 3.2) dont I'un R est supposé
fixe, et 'autre R’ tourne uniformément autour d’un axe commun Oz. Un cercle dans
le plan Oxy du référentiel R, centré sur Oz, peut étre aussi considéré comme un
cercle dans le plan Ox’y’ du référentiel tournant R’.

FIGURE 3.2.

Appelons w la vitesse de rotation angulaire, dirigée selon 'axe Oz. On a les
relations suivantes entre les coordonnées des deux référentiels en rotation I'un par
rapport a l'autre :

r =12 coswt —y'sinwt ; y=a'sinwt +y coswt (3.2)

L’intervalle entre deux événements qui ont lieu dans R’ prend alors la forme :
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ds® = [¢® —w?® (2 + y?)] dt* — (do” + dy”* + d2?) 4+ 2wy do’ dt — 2w 2’ dy dt (3.3)

Quelle que soit la transformation du temps, I’expression (3.3) ne peut
étre réduite a la forme euclidienne (3.1). Cela signifie que la géométrie
méme du référentiel R’, vue du référentiel R, n’est pas une géométrie
euclidienne. On démontre, par exemple, que le rapport entre la circonférence d’un
cercle de R’ et son diamétre est différente de 7 (Exercice 3.9.1).

3.4.2 Décalage gravitationnel

Divers effets physiques mesurables se déduisent du principe d’équivalence. C’est
le cas, par exemple, de la variation de la fréquence d’'un phénoméne lumineux dans
un champ de gravitation. De la lumiére émise par une source depuis le haut d’une
boite ayant une accélération g (Fig. 3.3) sera vue décalée vers le bleu si on I’ob-
serve depuis le bas de la boite. Un calcul de mécanique classique met en évidence ce
phénomeéne. C’est ce que montre Richard Feynman dans son ouvrage : Legons sur
la gravitation.

*k source
!

i
\
. récepteur

FIGURE 3.3.

Pour de faibles vitesses de la boite, le temps nécessaire a la lumiére pour parcourir
la distance h qui sépare la source du récepteur vaut h/c. Pendant ce laps de temps,
le bas de la boite s’est rapproché de la source avec une vitesse qui a augmenté de
v = gh/c. Le récepteur se déplace donc par rapport a I’émetteur de sorte que le
décalage en fréquence v s’écrit :

Vmesurée = Vemise (1 + U/C> = Vgmise (1 + gh’/62> (34)

Le signal recu vers le bas de la boite a une fréquence différente de la fréquence
émise en haut. Selon le principe d’équivalence, une lumiére émise dans un champ
gravitationnel subira le méme sort que dans un champ d’accélération. On observe
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un décalage des longueurs d’onde entre ’émission et la réception appelé décalage
gravitationnel. Lorsque le récepteur se rapproche de la source, on obtient un dé-
calage vers le bleu; par contre, lorsqu’il s’en éloigne, on a un décalage vers le rouge.

Il ne faut évidemment pas confondre ce décalage gravitationnel avec I’effet Doppler
classique qui a lieu lorsque la source se déplace a vitesse constante. L’effet gravita-
tionnel est beaucoup plus faible que 'effet classique. Il a été mesuré, avec une marge
d’erreur assez importante, seulement a partir de 1925 lors de la découverte d’étoiles
trés denses ou la gravitation est extrémement intense. La premiére mesure précise
n’a été obtenue en laboratoire qu’a partir de 1960.

La mesure du décalage d’origine gravitationnel des fréquence est d’une grande
importance théorique car c¢’est un argument indéniable en faveur du principe d’équiv-
alence.

3.4.3 Courbure des rayons lumineux

Les rayons lumineux qui passent au voisinage d’un astre trés massif, comme
le Soleil, sont déviés de leur trajectoire rectiligne qui se courbe légérement. Or,
la structure de l’espace-temps de Poincaré-Minkowski est déterminée par le cone
de lumiére qui est partout identique. Par contre, lors de la présence d’un champ
de gravitation, le cone de lumiére est plus ou moins déformé selon le lieu ou la
lumiére se déplace. La métrique de I’espace-temps de la relativité restreinte est alors
insuffisante pour prendre en compte cette variation spatiale. Il devient nécessaire
de faire appel a un espace non euclidien pour décrire ce phénoméne physique de
courbure du trajet de la lumiére qui, de méme que le décalage gravitationnel, a été
mesuré avec précision.

3.4.4 Systémes de référence non inertiels

La formule (3.3) montre que pour des référentiels ot régne un champ d’accéléra-
tion, le carré de 'intervalle aura une forme plus compliquée qu’en considérant seule-
ment des référentiels d’inertie. Dans un référentiel non inertiel, le carré de 'intervalle
sera une forme quadratique générale des différentielles des coordonnées. Reprenons
les notations (1.11) pour les coordonnées, & savoir : xg = ct, x1 =z, o = Yy, T3 = 2.
Le carré de l'intervalle s’écrit sous sa forme la plus générale :

ds?* = goo datg + go1 dxg dxy + goo dxg dzs + ... 4 g32 dxs dag + g33 d:cg (3.5)

Les seize coefficients g,s sont des fonctions de la coordonnée temporelle et des
coordonnées spatiales. Lorsqu’on utilise des systémes de référence accélérés, les co-
ordonnées xy, 1, T2, x3 sont des coordonnées curvilignes. Les quantités g, déter-
minent toutes les propriétés de la géométrie dans chaque systéme de coordonnées
curvilignes. Elles définissent la métrique du systéeme considéré. Les quantités g,s
sont les les composantes du tenseur métrique de ce systéme; étant définies en
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chacun des points de 'espace-temps, ces composantes forment le champ de com-
posantes du tenseur métrique.

Les quantités g,s sont symétriques selon les indices, g, = gga, puisqu’elles sont
déterminées par la forme symétrique (3.5) o les gop et gz, possédent le méme
facteur dz, dxzg. On a donc seulement 10 quantités g,.p distinctes en général.

La géométrie d'un systéme de référence non inertiel dont la métrique est définie
par (3.5) n’est pas, en général, une géométrie euclidienne. Cette derniére n’est qu’un
cas particulier des géométries possibles pour la relativité.

Dans le cas de la géométrie euclidienne, tous les systémes de coordonnées curvilignes
que l'on peut imaginer donnent un tenseur fondamental g,s qui peut étre ramené
par un changement approprié de coordonnées, a la forme g,3 = dop. Il n’en est plus
de méme pour des géométries non euclidiennes. Ainsi que nous le verrons, il n’ex-
iste qu’'un seul espace euclidien, alors qu’on peut inventer une infinité d’espaces non
euclidiens

3.5 Principe de relativité généralisé

La nécessité d’utiliser une géométrie non euclidienne pour la description de
I’espace-temps va nous amener & énoncer le principe de relativité généralisé sous
une forme plus exacte que celle de la partie 3.3.2.

3.5.1 Espace non euclidien : surface sphérique & deux dimen-
sions

Voyons tout d’abord un exemple d’espace non euclidien. Considérons une sphére
de rayon R, située dans I’espace ordinaire a trois dimensions. La localisation d’un
point M sur la surface de cette sphére peut étre exprimée, par exemple, en fonction
des coordonnées sphériques, la longitude ¢ et la colatitude 6. La sphére est entiére-
ment décrite si 0 <O < 7met 0 < p <27,

Deux tels parameétres, permettant de déterminer précisément un point sur la sur-
face de la sphére, sont appelés des coordonnées de Gauss. D’autres paramétres
quelconques , u et v, peuvent évidemment étre choisis comme coordonnées curvilignes
sur cette surface.

Le carré ds? de I’élément linéaire de la surface sphérique s’écrit en fonction des
coordonnées de Gauss :

ds®> = R* df* + R*sin®0 dyp* (3.6)

La distance élémentaire ds de la surface sphérique s’exprime en fonction de seule-
ment deux paramétres. Cette surface est un espace & deux dimensions. C’est un
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exemple d’espace de Riemann a deux dimensions.

Les propriétés géométriques des figures tracées sur une telle surface ne sont plus
celles de la géométrie euclidienne. Ainsi, le plus court chemin d’un point A & un autre
point B, sur la surface sphérique, est constitué d’un arc de grand cercle passant par
les points A et B. Les arcs de grand cercle jouent le méme role pour la sphére que les
droites dans le plan. Ce sont les géodésiques de la sphére qui sont les plus courts
chemins d’un point & un autre.

3.5.2 Coordonnées curvilignes de Gauss

[’exemple de la surface sphérique peut étre étendu a une surface continue de
forme quelconque. Un systéme de coordonnées curvilignes arbitraire peut étre utilisé
pour repérer chaque point d'une surface, ’essentiel étant d’utiliser des coordonnées
qui varient continiiment. La géométrie sur une telle surface sera, en général, non
euclidienne.

Le systéeme de coordonnées curvilignes se généralise a des espaces ayant un nom-
bre quelconque de dimensions. Chaque point de I'espace-temps & quatre dimensions
peut étre ainsi repéré par quatre coordonnées. Au lieu d’employer a présent un sys-
teme de référence formé par des régles rigides et des horloges, comme cela a lieu en
relativité restreinte, c’est le systéme de coordonnées de Gauss qui va jouer le role de
référentiel.

Le principe de relativité généralisé qui a été énoncé au cours de la partie 3.3.2 doit
alors étre remplacé par ’énoncé suivant :

Tous les sytémes de coordonnées de Gauss sont en principe équivalents
pour la formulation des lois générales de la nature.

3.5.3 Covariance des lois de la nature

Nous avons vu, en relativité restreinte, que les lois de la physique sont covari-
antes. Cela signifie que les équations qui expriment les lois générales de la nature se
transforment en équations de méme forme par application de la transformation de
Lorentz-Poincaré.

Une covariance plus complexe existe pour les équations de la relativité générale.
Ces équations doivent se transformer en équations de méme forme lorsqu’on opére
des substitutions quelconques des coordonnées curvilignes de Gauss. C’est une
invariance des lois de la nature vis-a-vis de certaines transformations que les math-
ématiciens appellent difféomorphismes.

Un diffeomorphisme est une déformation de I'espace-temps qui déplace tous les
points de maniére arbitraire. Cependant, les valeurs attachées aux points (fonctions,
vecteurs, tenseurs, etc) doivent étre transportées en méme temps qu’eux. L’espace-
temps de départ est ainsi transformé en un autre espace-temps, différent du premier,
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mais qui lui est diffeomorphe.

Le principe de relativité généralisé consiste donc en cette covariance des équa-
tions de la relativité générale qui s’exprime comme l’'indifférence de ses lois vis-a-vis
des difféeomorphismes.

Alors que la relativité restreinte affirme que les lois de la physique sont les mémes
dans une classe particuliére de référentiels, la relativité générale pose un principe
d’indifférence : les phénoménes ne se déroulent pas, en général, de la méme facon
dans des systémes de coordonnées différents, mais aucun des systémes de coordon-
nées n’a de statut privilégié par rapport aux autres.

3.6 La matiére-énergie déforme 1’espace-temps

Divers phénomeénes physiques montrent que la géométrie de 1’espace-temps ne
peut étre euclidienne. Ces phénomeénes étant dus a la présence de matiére et d’énergie
dans I'espace-temps, il semble logique de penser que la géométrie elle-méme est une
description théorique déterminée par la matiére-énergie.

3.6.1 Le contenu de I’espace pourrait déterminer sa métrique

La remise en cause de la géométrie euclidienne au cours du 19e siécle incita les
mathématiciens a discuter des fondements de nos représentations de la nature. Bern-
hard Riemann (1826-1866) présenta un mémoire, Sur les hypothéses qui servent
de fondement a la géométrie, dans lequel il introduisit I’idée révolutionnaire pos-
sible entre les corps matériels et I’espace :

Or, il semble que les concepts empiriques, sur lesquels sont fondées
les déterminations métriques de I’étendue, le concept du corps solide et
celui du rayon lumineux, cessent de substituer dans l’infiniment petit.
Il est donc trés légitime de supposer que les rapports métriques de 1’es-
pace dans ’infiniment petit ne sont pas conformes aux hypothéses de la
Géométrie euclidienne, et c’est ce qu’il faudrait effectivement admettre,
du moment ou 1’on obtiendrait par la une explication plus simple des
phénoménes.

Ainsi, selon Riemann, le contenu de I'espace pourrait déterminer sa métrique.
C’est également Riemann qui, dans ce méme mémoire, introduisit le concept de
variété différentielle & n dimensions, extension de la notion d’espace et dont nous
nous servirons en relativité générale.

3.6.2 L’espace non euclidien de Poincaré

Dans son célébre ouvrage, la science et ’hypothése, Henri Poincaré publie ses
réflexions sur les fondements des sciences. Dans sa partie consacrée a ’espace et la
géométrie, il reprend I'idée de Riemann et imagine un univers dans lequel la matiére

29



induit nécessairement une géométrie non euclidienne car les lois y sont différentes
de celles auxquelles nous sommes accoutumeés :

Supposons, par exemple, un monde renfermé dans une grande sphére

et soumis aux lois suivantes : la température n’y est pas uniforme; elle
est maxima au centre, et elle diminue 4 mesure qu’on s’en éloigne, pour
se réduire au zéro absolu quand on atteint la sphére oti ce monde est
renfermé.
Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps aient méme
coefficient de dilatation, de telle facon que la longueur d’une régle quel-
conque soit proportionnelle a sa température absolue. Je supposerai enfin
qu’un objet transporté d’un point & un autre, dont la température est
différente, se met immédiatement en équilibre calorifique avec son nou-
veau milieu.

Dans un tel monde, des étres qui étudieraient leur univers découvrirait une
géométrie non euclidienne. Un tel exemple d’'un monde & température variable non
euclidien est souvent repris de maniére plus simple en imaginant un plan dont la
surface est chauffée de maniére non homogeéne.

3.6.3 Chronogéométrie de ’espace-temps

Comment exprimer mathématiquement 1'idée que les propriétés géométriques de
I’espace-temps sont déterminées par ’existence de la matiére et de 1’énergie ?
Nous avons vu, par exemple, que I'expression (3.3) du ds? d'un disque tournant
s’écrit en fonction de la vitesse angulaire de rotation. Les g,s qui définissent la
métrique de I'espace-temps dépendent du champ d’accélération.

De maniére générale, les référentiels non inertiels sont équivalents a des champs
de force. La forme ds?, donnée par (3.5), pour des systémes de référence non iner-
tiels, s’exprime en fonction du champ de composantes g,s du tenseur métrique. En
mécanique relativiste, ces champs de force sont déterminés par les g,s. Les carac-
téristiques géométriques de I'espace-temps s’identifient aux paramétres mécaniques
d’un systéme non inertiel.

Par suite du principe d’équivalence entre les champs de gravitation et ceux d’ac-
célération, il en résulte que tout champ gravitationnel est également déterminé par
les quantités g,3. La présence d’un champ de gravitation entraine une modification
de la métrique non euclidienne de I’espace-temps.

Alinsi se trouve fermé un triangle des équivalences entre champ de composantes
du tenseur métrique, champ de gravitation et champ d’accélération. Cette triple

équivalence est représentée sur la figure 3.4.

La détermination des composantes ¢,3 du tenseur métrique va étre le
probléme central de la relativité générale. Ce tenseur détermine en effet
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Champ de composantes du tenseur métrique
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FIGURE 3.4.

toutes les propriétés géométriques de I’espace-temps.

Puisque le temps est ['une des dimensions de I'espace-temps, on parle plutot de
chronogéométrie de I’espace-temps.

3.6.4 La matiére-énergie détermine la chronogéométrie de
I’espace-temps

[’espace-temps n’est donc plus congu en relativité générale comme un espace
abstrait formé uniquement d’espace géométrique et de temps ainsi que c’est le cas
en relativité restreinte. Ce sont les masses et I’énergie qui structurent I’espace-temps
qui devient nécessairement non euclidien.

[’effet d’'une masse n’est plus de créer une force gravitationnelle ainsi que cela
a lieu dans la théorie de Newton. La masse modifie la chronogéométrie de I'espace-
temps.

Remarquons que le changement de la métrique de I’espace-temps entraine égale-
ment le changement de la métrique proprement spatiale. A des g,5 galiléens dans
un espace-temps plat correspond une géométrie euclidienne de cet espace.

Par contre, dans un champ de gravitation, la géométrie de I’espace devient non
euclidienne. Ceci concerne aussi bien les champs gravitationnels "réels", dans lesquels
I’'espace-temps est déformé, que les champs devant leur existence a un référentiel non
inertiel.

Dans le cas d’un champ de gravitation variable dans le temps, non seulement la
géométrie de I'espace n’est pas euclidienne mais elle varie en outre avec le temps.
Autrement dit, les rapports entre les diverses distances géométriques subissent des
variations dans le temps.

C’est le tenseur impulsion-énergie total Q™ qui doit étre la source du champ
gravitationnel. Cette hypotheése est fondée sur 'idée que la masse gravitationnelle
my, est égale, au facteur ¢® prés, a I’énergie totale du corps considéré, c’est-a-dire a
I'intégrale sur I'espace de la densité d’énergie 7%, Au moins I'une des composantes
du tenseur impulsion-énergie doit donc jouer le role de source pour le champ grav-
itationnel. Mais comme ce dernier est décrit par les composantes de la métrique
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9, 1l est naturel de supposer que la source de g, doit aussi avoir dix composantes
indépendantes, ce qui est précisément le cas du tenseur symétrique 7.

3.7 L’espace-temps riemannien

Puisque I’espace-temps est non-euclidien, divers choix de structures chronogéo-
métriques non euclidiennes sont possibles. Le cas non euclidien le plus simple est celui
des espaces riemannien. Einstein a supposé que ’espace-temps est un espace de
Riemann. Cette hypothése s’est révélée particuliérement fructueuse.

3.7.1 Courbure de ’espace-temps

Tout espace riemannien est caractérisé par une certaine courbure. Nous avons
vu, par exemple, que la surface a deux dimensions d’une sphére de rayon R est un
espace de Riemann. La courbure C' de cette surface sphérique est définie comme
étant I'inverse du carré du rayon de la sphére, soit C'= 1/R?. Dans ce cas, la notion
de courbure se rattache a celle d'une surface courbe située dans un espace extérieur
plus vaste.

Cependant, méme si une sphére est bien "courbée" au sens que recquiert la
théorie d’Einstein, la notion de courbure, qui existe dans 1’espace-temps riemman-
nien, n’est pas une courbure de ce type. C’est plutot une déformation interne de
I’espace-temps qui n’a pas besoin de dimensions extérieures pour exister.

Reprenons ’exemple du disque plan en rotation dont la métrique est donnée par
la formule (3.3). La géométrie naturelle édifice par un observateur lié au disque
a l'aide des étalons de son propre systéme n’est pas une géométrie euclidienne.
[’espace-temps lié au disque a une certaine courbure qui dépend du champ d’ac-
célération qui régne a la surface de ce disque. Celui-ci reste cependant parfaitement
plan, la courbure n’étant qu'une certaine caractéristique physique de I’espace-temps.

La courbure est définie par un tenseur de courbure de 'espace-temps rie-
mannien appelé tenseur de Riemann-Christoffel. Ce dernier ne dépend que
des dérivées des composantes du tenseur métrique de 1’espace-temps riemannien.
L’espace-temps plat de la relativité restreinte ne posséde pas de courbure.

Par suite du principe d’équivalence entre champ d’accélération et de gravitation,
la courbure de I'espace-temps résulte également de la présence de matiére-énergie. Le
statut de la courbure de I’espace-temps se rapproche d’ailleurs de celui de la matiére.
Comme cette derniére, la courbure est localisée, faible en un endroit, plus intense
ailleurs. La distinction entre géométrie et matiére-énergie s’ammenuise par suite de
I’existence de la courbure qui caractérise les espaces de Riemann. La gravitation est
totalement absorbée dans la chronogéométrie.
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3.7.2 Principe des géodésiques

Dans la partie 3.3.1, nous avons vu qu’Einstein critique le principe de la cinéma-
tique en relativité restreinte, selon lequel les masses libres effectuent des mouvements
rectilignes et uniformes seulement dans des référentiels qui sont aux-mémes, les uns
par rapport aux autres, en mouvement de translation uniforme.

Les déplacements rectilignes et uniformes sont des lignes droites qui forment le
plus court chemin d’un point & un autre, ou géodésiques, dans ’espace-temps de
la relativité restreinte.

En relativité générale, Einstein va postuler que dans un espace riemannien, les
masses et le rayonnement éléctromagnétique, lorsqu’ils ne sont soumis qu’a la seule
gravitation, effectuent des mouvements en suivant nécessairement les géodésiques de
I’espace-temps riemannien. C’est le principe des géodésiques.

Ce dernier postulat s’inspire de celui d’équivalence entre accélération et gravi-
tation. Apres avoir fait remarquer qu’'un déplacement rectiligne dans un référentiel
d’inertie devient un déplacement curviligne dans un systéme de référence accéléré,
Einstein fait la remarque suivante :

Mais on obtient un résultat nouveau d’une importance fondamentale
quand on applique une considération analogue a un rayon de lumiére. Par
rapport au corps de référence galiléen K, ce rayon se propage en ligne
droite avec la vitesse c. Mais par rapport a la boite accélérée (corps de
référence K'), la trajectoire du méme rayon de lumiére, comme il est facile
de le montrer, n’est plus une ligne droite. D’ou il faut conclure que dans
les champs de gravitation les rayons lumineux se propagent généralement
en décrivant des trajectoires curvilignes.

Cette prévision faite par Einstein, déduite du postulat d’équivalence, ne fut véri-
fice que quelques années plus tard. Le calcul que fit Einstein, a partir des équations
de la relativité générale, de la déviation d’un rayon lumineux passant au voisinage
du Soleil fut en effet confirmé lors de I’eclipse du 29 mai 1919.

Ainsi que nous le verrons par la suite, on démontre que les déplacements d’un
point mobile dont I'accélération est nulle suivent effectivement les géodésiques des
espaces de Riemann. Un point qui se déplace suivant une géodésique est donc "li-
bre" bien qu’il soit soumis a la gravitation sans aucune interaction. Cela montre
bien que la gravitation est totalement absorbée par la chronogéométrie. Tout mou-
vement inertiel dans ’espace-temps de la relativité générale se rameéne a déterminer
les géodésiques correspondant & un systéme physique donné. Il n’est nul besoin de
tenir compte en plus de la gravitation qui est déja prise en compte dans la structure
chronogéométrique de 'espace-temps.

Le déplacement de la Terre autour du Soleil, par exemple, est un mouvement
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inertiel car notre planéte n’est soumise qu’a la seule gravitation. Si 'on calcule la
trajectoire de la Terre en utilisant 1’équation des géodésiques de la relativité générale,
compte tenu de la présence du Soleil et d’autres planétes, on obtient une orbite
elliptique parcourue selon les lois de Kepler.

3.8 Les équations d’Einstein

Les principes énoncés précédemment conduisent a 1’idée qu’il faut trouver des
équations, appelées équations d’Einstein, pour déterminer précisément 1’espace
de Riemann qui correspond a une répartition donnée des masses et de 1’énergie.
En d’autres termes, ces équations doivent permettre de calculer les composantes
Jop du tenseur métrique puisque toute la description de I’espace-temps se rameéne
a la détermination d’'une chronogéométrie relative a chaque systéme physique par-
ticulier. Ceci détermine du méme coup le champ de gravitation du systéme considéré.

Comment Einstein a-t-il découvert les équations fondamentales de la relativité
générale 7 Tout simplement en les devinant. Toute théorie nouvelle est en effet une
devinette pour l'intelligence humaine. Il faut évidemment de grandes connaissances
et un esprit suffisamment inventif pour résoudre une devinette difficile. Tous les
principes physiques et les propriétés connues des espaces de Riemann ne précisent
pas le lien mathématique qui existe entre les postulats et le monde physique. Richard
Feynman (1918-1988), prix Nobel de physique 1965 pour ses travaux sur 1’électro-
dynamique quantique, nous le dit dans ses Legons sur la gravitation :

Ce que fit Einstein fut tout bonnement de deviner ce lien. Il est im-
possible de le déduire de principes plus fondamentaux.

Les équations d’Einstein constituent donc un postulat supplémentaire, largement
indépendant du principe d’équivalence. Outre la validation des principes énoncés
précédemment, les régles du jeu qui permettent d’obtenir ces équations sont assez
vagues.

D’une part, on sait que l’espace-temps euclidien peut exister dans la nature a
grande distance de toute matiére exercant une attraction gravitationnelle. Les équa-
tions cherchées doivent donc conduire & une gravitation nulle, donc une courbure
nulle, lorsque les coordonnées tendent vers I’infini.

D’autre part, il faut que les équations chronogéométriques permettent de retrou-
ver la gravitation newtonienne en présence de champs peu intenses.

De plus, le champ de gravitation et la matiére doivent ensemble satisfaire a la
loi de conservation de I'impulsion-énergie.

Les grands principes de base ainsi que les conditions précédentes, si vagues en ap-
parence, sont suffisantes pour déterminer d’une maniére presque univoque les équa-
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tions cherchées.

Les équations d’Einstein s’appliquent a tous les problémes dans lesquels inter-
vient la gravitation ; chute des corps, orbites des planétes et des satellites naturels
ou artificiels, mouvement des étoiles dans une galaxie, des galaxies dans un amas,
etc. Ces équations permettent d’envisager une cosmologie non pas fondée sur des
hypothéses hasardeuses mais comme une étude de I'espace-temps dans l’'ensemble
de I’Univers.

Il est remarquable que la théorie des champs de gravitation édifiée sur la base de
la théorie de la relativité générale ait été construite par Einstein par voie purement
déductive. C’est seulement par la suite qu’elle a été confirmée par des test tirés
d’observations astronomiques.

3.9 Exercices

3.9.1 Géométrie & bord d’un disque tournant

La relativité restreinte ne s’applique pas, en principe, au disque tournant, puisqu’il
ne constitue pas un systéme d’inertie. On peut cependant étendre cette théorie en
considérant un disque tournant S ou les instruments de mesure sont affectés par
la force centrifuge. Cependant, les valeurs des étalons de longueur et de temps par
rapport a S seront définies en supposant que toutes les corrections que nécessitent
les forces propres aux systémes accélérés ont été effectuées. Cela revient a postuler
qu’apreés correction des effets propres aux accélérations, les régles liées au disque
tournant sont uniquement soumises a une contraction de Lorentz.

Soit Sy un systéme galiléen par rapport auquel le disque S est animé d’une vitesse
de rotation w. Choisissons un systéme de coordonnées polaires (r,6). La distance
entre deux points infiniment voisins (r,0) et (r + dr, 0 4+ df) du systéme S, mesuré a
I’aide de I'étalon de longueur du systéme Sy est toujours :

do? = dr® + r* do* (3.7)

pour un observateur de Sy.

Pour un tel observateur, I’étalon de longueur dl de S placé dans une direction
radiale quelconque aura une longueur unité puisqu’il n’est pas animé d’une quel-
conque vitesse de translation dans le sens de sa longueur. Par contre, si cet étalon
de longueur est dirigé selon une perpendiculaire au rayon du disque, en un point
situé a une distance r du centre de rotation, cet étalon posséde une vitesse dans le
sens de sa longueur : v = rw et subit une contraction de longueur.

1. Déterminer, pour un observateur de Sy, 'expression de la distance entre les
deux points (r,0) et (r + dr, 8 + df), mesurée avec les étalons de longueur liés
au systéme accéléré S.
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2. Comparer la circonférence d’un cercle de rayon r mesurée dans Sy avec celle
du méme cercle mesurée dans S.

3. Faire de méme pour la surface de ce cercle. Que peut-on en déduire quant a la
géométrie naturelle du disque ?

4. Déterminer les composantes du tenseur métrique du disque tournant S.
5. Calculer les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce de cette métrique.

6. Calculer les équations des géodésiques du disque tournant.

3.9.2 Correction

1. Lorsqu’il est placé perpendiculairement au rayon du disque, I’étalon de longueur
dl de S subit une contraction qui pour Sy, raméne sa longueur au repos dly a
la valeur :

dly = diy\/1— (3.8)

2
Pour un observateur de Sy, la distance entre deux points (r, 0) et (r+dr, +d0)
mesurée avec les étalons de longueur liés au systéme accéléré S, devient :

2 d¢92
d0'2 = d’l"2 + Tiﬂ (39)

w r
1 —
2

C

2. Mesurée avec les étalons de Sg, une circonférence de rayon r a la longueur :

2m
So=r / df =2rr (3.10)
0

Lorsque les mesures sont effectuées a I’aide des étalons liés au disque tournant,
on obtient la longueur de la circonférence en effectuant la sommation sur les
do donnés par (3.9) avec r=constante :

[ — (3.11)

/ rdf r /2”
S = g
w?r? w2r? Jo w?r?
1-— 2 1-— 2 1-— 2

La longueur de la circonférence d’un cercle dans S est telle que s > 5.

3. La superficie du cercle de rayon r est donnée par :

2 pr 2 2,2
rdf 21 c wr
o Jo [ wrr? w c
1—
2
La superficie Sy d’un cercle de rayon r du disque tournant est supérieure a
celle mesurée par un observateur de Sy.

(3.12)
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Ces mesures sont réalisées avec des étalons liés au disque tournant. Or ces
étalons sont des étalons naturels que choisirait un observateur de S, la géométrie
édifiée a I'aide de son propre systéme de mesure n’est pas une géométrie eucli-
dienne.

. La géométrie de S a pour élément linéaire :

do® = gy dy'dy’ ; i,j=1,2 (3.13)
Numérotons les coordonnées : r = y', 6 = y?. La métrique (3.13) nous donne :

T2

g =1 ; 92=""3 7 g1z =¢ga1 =0 (3.14)
1—

2
. Les symboles de Christoffel se calculent en utilisant la formule suivante :

]
D=3 9" (Ok gin + 0s i, — O grs) (3.15)

Dans le cas présent, les indices ¢, j, k, [, prennent les valeurs 1 et 2. Il faut
d’abord calculer les composantes contravariantes du tenseur métrique. On note
g le déterminant de la matrice des composantes du tenseur métrique. On a :

2
.
— (3.16)
1 —

g:

c2

Les compossantes covariantes du tenseur métrique ont pour valeurs d’aprés :

gik g = 0y (3.17)
Puisque la matrice [g;;] est diagonale, on en déduit :

T2w2

2

1 —
n 1 1

g 25911:1;92225922: € g2 =¢"=0 (3.18)

r? ’
Par conséquent, les valeurs non nulles des symboles de Christoffel de deuxiéme
espéce sont les suivantes :

1 1

1
Iy 2:—5911819222—

r 1
—( 2,2 2 P D% =17 =5 9% 019 =
1 B )
2
(3.19)

2
. Les géodésiques du systéme S représentent les plus courts chemins d’un point
a un autre. Elles sont données par 1’équation suivante :

d?u’ - du® dud
r'"——=0:44k=12 3.20
dSQ + kj ds ds 0 4, ) ( )
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Pour i = 1, on obtient selon les formules (3.19) et (3.20) :

—)2 =0 (3.21)

Pour =2, on a:

d*0 2 dr df
i N — 3.22
a2 ( rzwz) ds ds (3:22)
r{l——
c
L’équation (3.22) s’écrit :
d r? do
—|————— =0 3.23
ds( r?w? ds) (3:23)
1—
2
Cette derniére équation s’intégre sous la forme :
r? do
—— — =K 3.24
r’w? ds (3.24)
1—
2

L’équation (3.9) peut étre mise sous la forme suivante dans laquelle on reporte
lexpression (3.24); il vient en prenant do = ds :

dr 2_ r? do 2_ K? r2w?
w) e \a) T (3:25)

2

c
d’ou :
drdy _dr K rwRy B (3.26)
df do  df r2 2 ) r2 c2 ’
Lorsque K =0, on a :
dr df
o1, 2o 3.27
do " do ( )

Les courbes 6 = cste, c’est-a-dire les rayons du disque, sont les géodésiques
de S. Lorsque K est différent de zéro, I’équation différentielle des géodésiques
s’'écrira :

dr 1 r? K*w? K?
-4+ /1 S — 3.28
do K . r2w? + c2 r2 (3.28)

2
L’intégration de cette équation différentielle s’obtient en effectuant un change-
ment de variable :

68



T 1+K2w2
p_K c?

En choisissant l'origine afin que 6, = 0, on obtient pour solution de (3.28) :

(3.29)

2

0=+ arcosg + _aa; r2 —aq? (3.30)
p c
avec :
K
a = —K2 - (3.31)
14—
c

Les géodésiques sont des courbes définies par (3.30) lorsque K est différent
de zéro. En particulier, on peut former un triangle curviligne a partir de trois
géodésiques et montrer que la somme des angles d’un tel triangle est comprise
entre zéro et .

3.9.3 Décalage spectral gravitationnel

Nous avons vu que la mécanique classique permet, selon Richard Feynman, d’in-
terpréter le décalage gravitationnel d’un phénomeéne lumineux. En considérant la
lumiére sous 'aspect quantique, nous allons voir qu’on retrouve le méme phénomeéne
de décalage vers le rouge ou le bleu.

1. Un photon est émis a I'altitude zy avec une fréquence 1y dans le champ gravita-
tionnel d’une étoile. En utilisant I’équivalence relativiste entre masse et énergie,
déterminer la "masse" du photon émis.

2. Le photon atteint I'altitude z; > zy. Soit M la masse de I’étoile, R son rayon,
(G sa constante de gravitation. Calculer 1’énergie du photon a l'altitude z; ol
le photon est observé.

3. Déterminer la fréquence v du photon a I’altitude z; en supposant que la vari-
ation d’altitude est trés faible devant R.

4. En déduire la variation de fréquence Av. Déterminer le décalage spectral
défini par Z = Av/v.

3.9.4 Correction

1. L’énergie quantique d’un photon de fréquence 1y est : Ey = huvy. D’autre
part, I’équivalence entre la masse et 1’énergie d’une particule est donnée par :
Ey = mc?. On obtient ainsi la "masse" du photon :

hVO
m = ——
C2

(3.32)

Bien entendu, le photon n’a pas de masse mais on peut considérer que l'influ-
ence de la gravitation sur le photon a la méme conséquence que s’il possédait
une certaine "masse" donnée par (3.32).
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2. Pour atteindre I’altitude z1, le photon doit dépenser contre la gravitation une
certaine énergie AFE. Notons AU la variation du potentiel de gravitation entre
les points d’émission et le point d’observation du photon; on a :

AE =mAU (3.33)

Déterminons la variation AU de potentiel gravitationnel en fonction des paramétres
de I’étoile :

GM GM
AU = — 3.34
R+ 20 R+ zZ1 ( )
L’énergie du photon a l’altitude z; est donnée par :
GM GM
E=FEy—mAU = Ey — — 3.35
o m 0 m<R+a) R+a) (8:35)

3. Pour de faibles variations d’altitude, le potentiel gravitationnel varie de :

GM GM GM
AU_R+ZQ_R+21 __ﬁ(Zj_ZO) (336)

La fréquence v du photon a l'altitude z; est telle que : ' = hv. Les relations
(3.35) et (3.36) nous donnent :

AU GM
y:y0(1_m|h ‘):y0(1_%(zl—zo)) (3.37)

4. La variation de fréquence a pour expression :

m GM
R?h (
La fréquence d’émission est supérieure a celle d’observation ; la longueur d’onde

est donc inférieure; on observe un décalage du spectre vers le rouge. Le dé-
calage spectral Z est défini par : Z = Av/v. Avec E = mc?, on obtient :

Av=1yy—v= 21— 20) (3.38)

:éK:GM(a_%) (3.39)

A
v R2 2
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Chapitre 4

Espace-temps de la Relativité
(Générale

L’espace-temps de Poincaré-Minkowski qui constitue le cadre chronogéométrique
de la relativité restreinte va étre "déformé" par la présence de matiére-énergie. Un
espace-temps riemannien a quatre dimensions permet alors de décrire le nouveau
cadre chronogéométrique qui résulte des principes fondamentaux sur lesquels est
batie la relativité générale.

4.1 Espace-temps a courbure riemannienne

Le cadre chronogéométrique de la relativité générale postulé par Einstein est un
espace de Riemann a quatre dimensions dont les grandeurs physiques sont décrites
par des tenseurs. Les conventions déja utilisées pour les notations indicielles des
tenseurs de la relativité restreinte sont toujours les mémes : les indices grecs varient
de 0 & 3 et les indices latins de 1 a 3.

4.1.1 La variété espace-temps V}

L’élément primitif de la relativité générale est constitué par une variété espace-
temps V, a quatre dimensions sur laquelle est définie une métrique riemannienne
ds?. L’expression locale de cette métrique dans un systéme de coordonnées z# est :

ds? = gog(a") do® da” (4.1)

Les coefficients g, sont les composantes du tenseur métrique; ce sont des fonc-
tions des coordonnées x*. Les g, sont appelés les potentiels de gravitation
puisque tout champ de gravitation n’est pas autre chose qu’une modification de
I'espace-temps et qu’il est donc déterminé par les coefficients g,p. Par suite des
symétries : gog = gpa, les potentiels de gravitation sont au nombres de dix.

L’expression ds définie par (4.1) est dite intervalle élémentaire dans la var-

iété V4. En particulier, 'équation ds? = 0 définit, en chaque point de la variété, un
hypercéne élémentaire, lieu des directions spatiotemporelles dans lesquelles se
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propage la lumiére & partir de ce point.

Le probléme fondamental de la relativité générale consiste & déter-
miner les potentiels de gravitation correspondant aux différents systémes
physiques considérés.

4.1.2 Meétrique spatiale non euclidienne

La métrique riemannienne de I’espace-temps entraine le changement de la métrique
proprement spatiale. Dans un champ de gravitation, la géométrie de 'espace de-
vient non euclidienne. Ceci concerne aussi bien les champs gravitationnels dus a la
matiére-énergie pour lesquels I’espace-temps a une certaine courbure que les champs
qui doivent leur existence a des référentiels non inertiels conservant I’espace-temps
plat.

Dans le cas d’un champ de gravitation variable, non seulement la métrique de
I’espace n’est pas euclidienne, mais elle varie avec le temps. Cela signifie que les
rapports entre les diverses distances géométriques sont, variables.

Par conséquent, 'immobilité relative d’un ensemble de corps est généralement
impossible en relativité générale. La notion méme de systéme de référence en rel-
ativité générale va donc essentiellement changer par rapport au sens qu’il avait en
relativité restreinte. Dans cette derniére, un référentiel inertiel est considéré comme
formé par un ensemble de corps au repos les uns par rapport aux autres. Dans un
champ gravitationnel variable, il n’existe pas de tels ensembles de corps. C’est donc
un systéme de coordonnées de Gauss qui joue le role d’un référentiel de 'espace-
temps riemannien.

4.1.3 Temps propre

Notons z° la coordonnée temporelle et 2!, 2%, 23 les coordonnées spatiales d’un

systéme de référence arbitraire. Comment peut-on déterminer le temps propre, noté
7 en un point donné de Pespace en fonction de la coordonnée temporelle 2°? A cet
effet, considérons deux événements infiniment voisins qui ont lieu en un seul et méme
point de ’espace. Dans ce cas, 'intervalle élémentaire ds entre ces deux événements
est égal a cdr, o d7 est la durée de temps propre entre les deux événements. Puisque,
par hypothése : dz' = da? = dx® = 0, 'expression de la métrique (4.1) se réduit a :

ds* = 2 dr? = goo (d2°)? (4.2)

Le laps de temps propre entre deux événements infiniment voisins est donc :

1
dr = ~ V90 dz® (4.3)

La relation précédente permet d’obtenir la durée propre entre deux événements
quelconques qui ont lieu en un seul et méme point de I’espace :
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T = % / /oo da° (4.4)

Remarquons la différence qui existe entre la coordonnée 2° qui ne sert qu’au
repérage des points de I'espace-temps et la mesure du temps propre en un point.

4.1.4 Elément de distance spatiale

Déterminons 'expression de 1’élément de distance spatiale dl de I’espace-temps
riemannien. En relativité restreinte, I’élément infinitésimal dl est défini comme étant,
la distance spatiale entre deux événements ayant lieu au méme instant. En relativité
générale, on ne peut déterminer dl en écrivant simplement dz® = 0 dans Uintervalle
élémentaire ds. Cela tient au fait que le temps propre en différents points de ’espace
est diversement lié & la coordonnée temporelle z°.

Afin de calculer dl, considérons un signal lumineux émis d’'un point P; de 'es-
pace de coordonnées x® + dx®, et se dirigeant vers le point infiniment voisin P, de
coordonnées z¢. Supposons que ce signal soit réfléchi instantanément au point P, en
sens inverse. Le temps nécessaire, mesuré du point d’émission Py, est égal au double
de la distance entre les deux points divisé par la vitesse c.

L’intervalle élémentaire ds du parcours du signal lumineux entre les deux points
est nul. Ecrivons le ds? de ce parcours en mettant en évidence la coordonnée tem-
porelle et les coordonnées spatiales; on a :

d82 = Joo d,I‘O d,I‘O + 2 Jdo; dl‘o d,I‘Z —+ ik d,I‘Z d:L‘k = 0 (45)

La sommation sur les lettres latines s’effectue de 1 a 3. La résolution de I'équation
du second degré (4.5) relativement & dz° donne deux racines :

1 | |

dafyy = " g0 (gOi dz' — \/(9oi gor. — gir goo) dz’ d$k) (4.6)
0 ! ‘ i dok

dry) = " 90 goi dx" + \/(goi gor — Gk goo) d’ dx (4.7)

Ces deux racines correspondent respectivement a la propagation du signal lu-
mineux dans une direction puis dans 'autre entre les deux points P, et P,. Soit 2°
I'instant d’arrivée du signal au point P, alors les instants de son départ de P, et de
son retour en P; sont respectivement z° 4 dx?Q) et 29 4+ dx?l). Le laps de temps total
entre ’émission et le retour du signal au méme point P; est alors donné par :

2
goo
On obtient la durée entre ’émission et ’arrivée du signal au méme point exprimée

en fonction de la coordonnée de repérage temporelle 2° dans 1'espace-temps. Pour
obtenir le laps de temps propre entre les deux événements, il faut, selon (4.3),

dx(()l) - dx(()2) = \/(g()i Gok — Gik Goo) dx’ dz* (4.8)
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multiplier (4.8) par (1/¢) /goo- De plus, la distance dl séparant les deux points est
obtenue en multipliant ce laps de temps propre par ¢/2. On obtient finalement :

di? = (M - g,k) d' da* (4.9)
goo

Les quantités entre parenthéses dans l'expression (4.9) sont les composantes
du tenseur métrique tridimensionnel qui détermine les propriétés géométriques de
I'espace. Les composantes g;; dépendent, en général, de la coordonnée 2, de sorte
que la métrique spatiale varie avec le temps. La notion de distance entre deux corps
n’est généralement valable que localement, I'intégration de dl sur une courbe spatiale
n’ayant un sens que lorsque les g;; sont indépendants du temps.

4.2 Principe d’équivalence

Voyons comment le principe d’équivalence entre champ de gravitation et champ
d’accélération peut s’appliquer dans ’espace-temps riemannien. Dans ce but, nous
allons voir que, en chaque point d'un espace de Riemann, on peut définir un espace
euclidien tangent ou, en d’autres termes, qu’on peut douer ’espace riemannien
d’une métrique euclidienne en chacun de ses points. C’est la généralisation d’un plan
tangent en chaque point d’une surface sphérique.

4.2.1 Meétrique euclidienne tangente

L’espace-temps riemannien V} est muni de la métrique (4.1), & savoir :

ds? = gop da® da” (4.10)

Soit My un point de V; de coordonnées (z)y. On appelle métrique euclidienne
tangente au point M, a la métrique (4.10), la métrique définie par un élément
linéaire euclidien :

ds? = yop da® dz” (4.11)

construit avec les mémes coordonnées z® et tel que pour (z%)g, on ait :

(Yas)o = (gag)o (4.12)

La maniére la plus simple de trouver une métrique euclidienne répondant a cette
définition est de choisir des coefficients de 1’élément linéaire (4.11) constants, a
savoir : Y.3 = (gap)o- Dans ce cas, on est certain que la métrique est euclidienne;
en choisissant un changement convenable des coordonnées, on obtient une métrique
ot les coefficients de 1’élément linéaire sont tous égaux a J;.

Pour que la notion de métrique tangente soit indépendante du systéme de coor-

données, on est amené a faire une convention supplémentaire sur les coefficients g,z
de la métrique d’un espace de Riemann.
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A cet effet, considérons un changement de systéme de coordonnées, en faisant
passer des z® a de nouvelles coordonnées 2. Les composantes du tenseur métrique
de l'espace euclidien tangent sont égaux a v, = (gas)o dans le systéme z* et a
Yorgr = (garpr)o dans le systéme 2. Les formules générales de transformation des
composantes covariantes d'un tenseur lors d’un changement de coordonnées nous
donnent les relations :

Yap = (gap)o = (0o 7)o (D32 )0 (gun)o (4.13)

Pour que la notion de métrique tangente euclidienne soit indépendante du sys-
téme de coordonnées utilisées, il faut et il suffit que les relations (4.13) soient
vérifites. On est donc amené a faire la convention suivante : dans tout changement
de coordonnées, les coefficients g,s de la métrique d’un espace de Riemann se trans-
forment selon la loi :

YaB = 8a l‘ul 85 l‘y/ 9uv' (414)

Avec une telle convention, la notion de métrique tangente euclidienne acquiert
un caractere intrinséque, indépendant du systéme de coordonnées.

4.2.2 Systéme inertiel local

La métrique tangente euclidienne en un point M, définit un espace euclidien
qu’on appelle I’espace euclidien tangent en M, a I'espace de Riemann considéré.
En fait, il existe une infinité de métriques euclidiennes tangentes en un point donné et
par conséquent une infinité d’espaces euclidiens tangents en M. Cependant, comme
on utilisera seulement par la suite uniquement les propriétés communes a tous les
espaces euclidiens, on peut parler sans inconvénient de ’espace euclidien tangent en
un point.

[’existence d'un tel espace euclidien tangent permet de le choisir en tant que
systéme de référence localement inertiel. En conséquence, ce systéme de référence
exclut tout champ de gravitation dans le volume infiniment petit de I’espace-temps
donné. La possibilité d'un tel choix de référentiel est précisément l'expression du
principe d’équivalence de la relativité générale.

En effet, selon ce principe, tout champ de gravitation homogéne et uniforme peut
étre annulé a 'aide d’un choix judicieux de coordonnées. D’autre part, dans le cas
d’un champ de gravitation ni homogéne ni uniforme, il existe toujours une échelle
de temps et de distance telles qu’il peut étre approximativement considéré comme
homogeéne et uniforme. Il est alors possible d’annuler trés localement dans le temps
et 'espace les effets de gravitation.

Dans un systéme de référence localement inertiel, les lois de la physique sont les
lois relativistes dans ’espace-temps FE, de Poincaré-Minkowski. Pour déterminer ces
lois dans I’espace-temps Vj de la relativité générale, il sera trés souvent possible de le
faire en partant des lois de la relativité restreinte. Pour cela, les indices relatifs aux
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coordonnées rectilignes de 1’espace-temps FE, sont conservés mais ces coordonnées
peuvent étre remplacées dans V par n'importe quel autre systéme. D’autre part, les
dérivées classiques 0, seront remplacées par des dérivées covariantes V. C’est ce
que nous avons déja vu, par exemple, pour ’équation de conservation de I’électricité
(2.43) écrite en coordonnées rectilignes réduites : 9, J* = 0, et qui se transforme en
Vo J% =0 en coordonnées curvilignes quelconques.

o

4.3 Principe des géodésiques

Le principe des géodésiques postulé par Einstein s’accorde parfaitement avec la
description de l’espace-temps par un espace de Riemann. Nous avons vu qu’en rel-
ativité générale, il n’y a plus de force de gravitation puisque c’est la courbure de
I’espace-temps qui en tient lieu. Une particule matérielle qui serait soumise unique-
ment a une force de gravitation doit donc étre considérée comme "libre" en relativité
générale. En conséquence, on ne peut pas distinguer son mouvement de celui d’une
particule effectuant un mouvement purement inertiel.

La droite décrite par une particule libre de la mécanique classique a été général-
isée par Einstein en supposant que sous la seule action de 'inertie et de la gravitation,
toute particule décrit une géodésique de ’espace-temps riemannien.

4.3.1 Systéme différentiel des géodésiques

L’étude du mouvement d’un corps de masse importante dans un champ de grav-
itation est difficile puisque ce corps crée lui-méme son propre champ. Par contre,
une particule matérielle suffisament petite plongée dans un champ extérieur est sans
influence sur le champ de gravitation crée par d’autres masses beaucoup plus im-
portante ainsi que sur leur mouvement propre.

L’utilisation d’une particule de masse trés faible dans un champ de gravitation
simplifie donc beaucoup I'étude des lois du mouvement. Une telle particule se trouve
plongée dans un champ extérieur a elle-méme qu’elle ne modifie pas. Dans ce cas,
Einstein a supposé que sa trajectoire est une géodésique de I'espace-temps rieman-
nien.

Ce n’est seulement que onze ans aprés avoir énoncé son hypothése des géodésiques,
en 1927, qu'Einstein et Grommer ont réussi & démontrer qu’une particule qui se
déplace dans un champ extérieur, devrait décrire une géodésique de ce champ, au
premier ordre. Les trajectoires des particules dans un champ extérieur de gravitation
sont donc décrites par le systéme différentiel suivant :

2 .« B
dd—xQ+FX“ﬁdi@ —0 (4.15)
S ds ds

Les symboles de Christoffel qui figurent dans ces équations doivent étre déter-
minés en fonction des coefficients g,z de la métrique (4.1) de l’espace-temps con-
sidéré.
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4.3.2 Approximation newtonienne

Dans le cas de faibles vitesses des particules dans un champ de gravitation, les
équations relativistes du mouvement doivent se réduire aux équations correspon-
dantes non relativistes. Si les vitesses sont faibles, cela signifie que le champ de
gravitation lui-méme est faible sinon les particules acquerraient de grandes vitesses.
Cette circonstance permet de déterminer les composantes gog du tenseur métrique
dans ce cas limite.

En meécanique non relativiste, le mouvement d’une particule dans un champ de
gravitation est déterminé par la fonction de Lagrange, ou lagrangien, qui s’écrit dans
un référentiel d’inertie :

1
L= §m1)2 —md (4.16)

La fonction ® est une fonction des coordonnées et du temps caractérisant le
champ et est appelée le potentiel de gravitation. Dans le cas d’'une masse M
isolée, le potentiel ¢ a la distance r du centre de cette masse est donné par :

o = - (4.17)

ol GG est la constante de gravitation.

La fonction de Lagrange d’une particule matérielle libre a pour expression, en
relativité restreinte : L = —mc?(1—v%/c?)'/2. Lorsque la vitesse v devient trés petite
vis-a-vis de ¢, le lagrangien tend vers la limite : Ly = —mc?. Pour que le lagrangien
non relativiste (4.16) devienne égal a Ly lorsque le potentiel de gravitation ® et la
vitesse v deviennent trés faibles, il faut ajouter la constante —mc? a la fonction de
Lagrange; on obtient :

1
L=—mc*+ §m1)2 —m® (4.18)

Le lagrangien (4.18) peut donc étre considéré comme la limite aux basses vitesses
d’un lagrangien relativiste pour une particule de masse m dans un champ gravita-
tionnel. L’action S pour une telle particule a, dans ce cas, la forme :

2
S:/Ldt:—mc/ (C—U—*F?) dt (4.19)
2¢c ¢

D’autre part, en relativité restreinte, I’action pour une particule matérielle libre
est donnée par : S = —mc [ ds. Comparant cette derniére expression avec (4.19),
on voit que, dans le cas limite considéré, on a :

v? P
ds=|c——+ — | dt 4.2
s (c 5t c) (4.20)

En élevant au carré et en négligeant les termes qui s’annulent lorsque ¢ tend vers
I'infini, on obtient :
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ds® = (¢* + 2®) dt* — dr? (4.21)

avec dr = v dt. Par conséquent, la composante ggg du tenseur métrique est, dans
le cas limite considéré :

2P
goo = 1+ 0_2 (4.22)
Pour une masse M située a l'origine des coordonnées, on obtient, compte tenu
de lexpression (4.17) du potentiel de gravitation :

GM
goo = 1-— QF (423)

4.3.3 Propagation d’un rayon lumineux

Les équations des géodésiques sous la forme (4.15) ne conviennent pas a la prop-
agation des rayons lumineux car le long de leurs lignes de propagation, 'intervalle
ds est nul et tous les termes de ’équation des géodésiques deviennent infinis. Pour
obtenir une équation convenable pour la lumiére, utilisons le fait que la direction
de propagation d’'un rayon lumineux est déterminée, en optique géométrique, par le
vecteur d’onde qui est tangent au rayon.

Le quadrivecteur d’onde k* peut étre écrit sous la forme : k% = dx®/dh, ou h
est un parameétre qui varie le long du rayon lumineux. Ce parameétre est déterminé
par I'équation que l'on peut déduire du fait que, en relativité restreinte, le vecteur
d’onde ne varie pas le long d'un rayon lumineux qui se propage dans le vide, soit
dk®. En relativité générale, on aura VE* = 0, d’ou :

Ak
i +T,
Le parameétre h est donc déterminé par ces derniéres équations. D’autre part,
le carré du quadrivecteur d’onde est nul : k, k“ = 0. Soit ¥ la phase de 'onde
lumineuse, le quadrivecteur d’onde est tel que : k* = 0, V. En substituant 0, ¥
a k% dans la relation k, k* = 0, on obtient 1’équation de propagation d’un rayon
lumineux dans un champ de gravitation sous la forme :

* kRN =0 (4.24)

Gap 6a\11 65111 =0 (425)

Cette dernite équation, appelée équation d’eikonale, est fondamentale en op-
tique géométrique.

4.4 Equations d’Einstein
Nous avons déja dit que la détermination de la métrique de l’espace-temps rie-
mannien constitue le probléme fondamental de la relativité générale. Ce sont en

effet les composantes g,5 du tenseur métrique ainsi que les symboles de Christoffel,
obtenus a partir des g,g, qui interviennent dans toutes les équations de la relativité
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générale. La détermination des g,3 pour un systéme physique donné est obtenue a
partir des équations d’Einstein ou équations du champ de gravitation.

4.4.1 Deéformation de ’espace-temps de la relativité restreinte

Avant de déterminer les équations d’Einstein, reprenons quelques commentaires
de T. Damour a propos de la relativité générale :

On peut résumer la théorie de la relativité générale, ou théorie de la
gravitation d’Einstein, en une phrase : I’Espace-Temps est une structure
élastique qui est déformée par la présence en son sein de Masse-Energie.

En ce qui concerne la représentation de cette déformation, T. Damour critique
I'image classique qui traine dans de nombreux ouvrages ou articles, a savoir :

Celle d’une balle massive posée sur une toile élastique, et la déformant
sous son poids ... [Cette image] suggére que la déformation de la toile ne
peut se penser que comme une courbure dans un espace extérieur a la
toile, et aussi que cette déformation n’existe que grace & un champ gravi-
tationnel extérieur s’exercant sur la balle. Or, justement, ce qui fait tout
le sel de la théorie d’Einstein, c’est que la déformation de ’espace-temps
est une affaire purement interne a cet espace-temps, et n’a pas besoin de
dimensions extérieures pour étre pensée.

Afin de rendre intuitive la détermination de cette déformation, T. Damour pro-
pose de présenter la théorie de la gravitation d’Einstein comme une généralisation de
la loi d’élasticité de Hooke. Rappelons que, selon cette derniére, la déformation d’une
structure élastique est proportionnelle & la tension qui s’exerce sur cette structure.
Le coefficient de proportionnalité mesure 1’élasticité de la structure considérée. T.
Damour résume alors la démarche d’Einstein :

C’est, semble-t-il, & Zurich, au mois d’aotit 1912, qu’Einstein fit un
"pas" conceptuel trés important vers la construction de la relativité générale.
Il comprit essentiellement ce que nous avons expliqué ci-desus, c’est-a-
dire :

(i) que le champ gravitationnel est équivalent & une déformation de la
géométrie de l’espace-temps, et doit donc se décrire par les dix com-
posantes du "tenseur géochronométrique" g,

(ii) que la source du "champ g" est la distribution de masse-énergie, d’im-
pulsion et de tension décrite par un objet a dix composantes, le tenseur
d’énergie-tension T, et enfin,

(iii) que I’équation fondamentale de la gravitation relativiste doit avoir la
forme qu’une loi d’élasticité de ’espace-temps.

Ainsi que le précise T. Damour dans une note, Einstein n’a jamais utilisé 'ex-
pression de la loi d’élasticité de ’espace-temps, mais que ce n’est pas trahir 'idée

79



centrale de sa théorie, mais plutot I’éclairer, en utlisant cette image.

4.4.2 Contraintes imposées aux équations d’Einstein

Les équations d’Einstein permettant de décrire I’espace-temps riemannien con-
stituent un postulat supplémentaire, indépendant du principe d’équivalence ainsi que
celui des géodésiques. Ces équations pourraient donc étre posées a priori. Cependant,
leur découverte a naturellement été orientée afin de satisfaire certaines contraintes
que nous allons passer en revue.

Contrainte newtonienne : les équations de la gravitation relativiste doivent se
réduire a ’équation de Poisson a la limite newtonienne. Ce passage a la limite s’ef-
fectue lorsque les vitesses de toutes les particules dans un champ de gravitation sont
petites, ce qui exige en méme temps que le champ gravitationnel soit lui-méme faible.

Dans 'équation de Poisson figure un laplacien. Par suite, on peut imposer aux
équations relativistes d’étre du second ordre en ce qui concerne les dérivées du
tenseur métrique g,g. De plus, ces dérivées doivent y apparaitre linéairement. Les
conditions ci-dessus ne sont évidemment pas absolument nécessaires pour aboutir a
une limite newtonienne. Ce sont cependant les conditions les plus simples mais il est
toujours possible d’en imaginer de plus compliquées.

Courbure nulle a l’infini : lorsqu’on s’éloigne de toute masse attractive, la
gravitation devient nulle & l'infini. Les équations cherchées doivent permettre de
retrouver une gravitation nulle, donc une courbure nulle, lorsque les coordonnées
tendent vers l'infini.

Principe de relativité généralisé : les équations cherchées doivent étre co-
variantes afin de satisfaire au principe de relativité généralisé. Elles s’exprimeront
sous forme tensorielle mais tous les tenseurs qui figurent dans une équation doivent
étre du méme ordre, autrement dit le nombre de composantes de tous les tenseurs
utilisés doit étre identique.

De plus, si un tenseur est conservatif, il ne peut étre égal & un autre tenseur
que si ce dernier est également conservatif. La premiére intuition d’Einstein fut,
par exemple, de former une équation en écrivant que le tenseur de Ricci R est
proportionnel au tenseur impulsion-énergie. Ce dernier est conservatif mais le tenseur
de Ricci ne 'est pas et cette équation ne pouvait convenir.

4.4.3 Les équations de la gravitation relativiste

C’est, 'intuition extraordinaire d’Einstein qui lui permit d’aboutir aux équations
relativistes de la gravitation. Cette intuition reposait fondamentalement sur 1'idée
que la courbure d’un espace-temps riemannien a pour source physique la matiére et
I’énergie, représentées par le tenseur impulsion-énergie. Il fallait donc obtenir une

80



certaine relation entre la chronogéométrie gravitationnelle et sa source.

Cette courbure est décrite par le tenseur de Riemann-Christoffel R,g,, qui est
un tenseur du quatriéme ordre; c’est la mesure la plus compléte possible de la
déformation locale d'un espace-temps courbe. Ce tenseur ne peut cependant pas
étre identifé, a un coefficient de proportionnalité prés, au tenseur impulsion-énergie
total Qs donné par (2.105), car celui-ci est du second ordre. Il faut donc trouver
un tenseur S,z tel que :

Sag = I{Qag (426)

Le coefficient de proportionnalité x sera déterminé par comparaison avec la limite
newtonienne de I’équation (4.26). Soit G la constante de gravitation, on a :

K= % (4.27)

c
Par contractions successives du tenseur R,g,,, on obtient le tenseur de Ricci
R,z puis le scalaire de courbure R. Ce sont des quantités qui mesurent elles aussi la
déformation de 'espace-temps mais d’une maniére incompléte. Une combinaison du
tenseur de Ricci et du scalaire de courbure est donnée par le tenseur appelé tenseur

d’Einstein. Il a pour expression :

1 1

C’est, un tenseur du deuxiéme ordre, de signification purement chronogéométrique,
qui vérifie les contraintes énoncées ci-dessus, a savoir :

1 - Les composantes S,3 du tenseur d’Einstein ne dépendent que des potentiels
de gravitation g.s et de leurs dérivées des deux premiers ordres. Ces composantes
sont linéaires par rapport aux dérivées du second ordre.

2 - Le tenseur S,z satisfait aux équations de conservation :

VoS5 =0 (4.29)

Le tenseur d’Einstein n’est pas le plus général vérifiant les conditions ci-dessus.
Elie Cartan a démontré que les seuls tenseurs satisfaisant aux deux conditions énon-
cés ci-dessus sont données, a un facteur multiplicatif preés, par :

1
Sag = Rag — 5 Jap R+ Agag (4.30)

Le systéme d’équations aux dérivées partielles correspondant a (4.26) s’écrit
alors, compte tenu de (4.27) et (4.30) :

871G

1
Raﬁ - 5 GaB R+ Agaﬁ = A Qaﬁ (431)
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La constante A est appelée constante cosmologique et ne fut introduite par
Einstein que lors d’applications a la cosmologie. Les équations proposées en premier
lieu par Einstein pour les potentiels de gravitation sont les suivantes :

1 GG

Les équations (4.32) sont appelées équations d’Einstein ou équations du
champ de gravitation. Ce sont les équations fondamentales de la relativité générale.

4.4.4 Rigidité de ’espace-temps

Les équations d’Einstein, de la forme S,3 = Kk (),3, relient une déformation
locale de la chronogéométrie de I'espace-temps mesurée par S,s & la présence de
tensions, définies par (,p. Ainsi que le fait remarquer T. Damour, les équations
(4.32) sont analogues aux équations fondamentales de Hooke décrivant 1’élasticité
d’un milieu peu déformé.

Le coefficient k = 87G/c* peut donc étre considéré comme une mesure de 1’élas-
ticité de D’espace-temps. Calculons un ordre de grandeur de la "constante d’élas-
ticité" k. Dans le systéme international d’unités, la constante de gravitation est égale
a:G=06.672.10""'m?/(kg.s*); la vitesse de la lumiére dans le vide a pour valeur :
¢ = 299792458 m/s. On obtient une valeur de x d’un ordre de grandeur égal a
10~%3. Autant dire que 1’élasticité de I'espace-temps est extraordinairement petite
ou que, inversement, la "rigidité" de ’espace-temps est extrémement grande. Dans
son ouvrage, T. Damour conclut ainsi :

Cela explique pourquoi, pendant des millénaires, on avait pu supposer
que D’espace et le temps étaient des structures "rigides", non influencées
par la présence d’énergie ou de tensions. Il faut concentrer d’énormes
densités d’énergie ou de tensions pour réussir a déformer de facon signi-
ficative la gelée espace-temps.

4.4.5 Limite newtonienne

Afin de déterminer la valeur de la constante d’élasticité s, étudions le passage a
la limite dans les équations du champ gravitationnel conduisant & la loi d’attraction
de Newton. Dans ce but, les vitesses des particules ainsi que le champ gravitationnel
sont supposés faibles.

[’expression de la composante gy du tenseur métrique est donnée, dans le cas
de Papproximation newtonienne par (4.22), soit :

2P
Joo = 1+ 6_2 (433)

Considérons un tenseur particulier d’impulsion-énergie P*? d’un systéme macro-
scopique constitué de particules en mouvement. La masse spécifique de ce systéme
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est notée p; c’est la somme des masses au repos des particules dans I'unité de volume.
Dans I'équation (2.82), le tenseur d’impulsion-énergie se réduit a P = pc? u® u”
pour un tenseur de contraintes 7%% = 0.

Supposons un mouvement macroscopique trés lent dans le champ de gravitation,
toutes les composantes spatiales de la quadrivitesse peuvent étre considérées comme
négligeables; seule la composante temporelle n’est pas supposée nulle; elle est telle

que : u® = —ug = 1. Par conséquent, seule la composante temporelle PY subsiste
et elle est égale a PY = —pc®. Le scalaire P = P sera égal a la méme quantité
P = —pct

Les équations d’Einstein (4.32) s’écrivent pour les composantes mixtes :

(6% 1 (0% (6%

La contraction de cette derniére expression sur les indices «a et 5 (qui varient de
1 a4), donne :

R=—kP$=—kP (4.35)
Compte tenu de (4.35), les équations (4.34) s’écrivent :

(63 [e% 1 (0%
On obtient ainsi, pour « = 5 =10 :
R = —g pc? (4.37)

Toutes les autres équations données par (4.36) s’annulent indentiquement & I’ap-
proximation considérée.

La composante R% du tenseur de Ricci se calcule en fonction des symboles de
Christoffel a partir des formules suivantes :

Ri. = R, = o.T,F, —o.0,F, + T,/ T %, — T, 1% (4.38)
et

R, = g™ Ry, (4.39)

Dans ces formules, les termes qui contiennent les produits des Faﬁx sont des
infiniment petits du second ordre. D’autre part, les termes ou figurent des dérivées
par rapport & % = ct sont petits, en comparaison des autres dérivées par rapport
a x%, car elles contiennent des puissances supplémentaires en 1/c. En définitive,
'expression de la composante R se réduit a : Rog = —R% = 9'y*,/0x". La formule
suivante donne le calcul des symboles de Christoffel en fonction des g,z :

. 1 .
Iy = 2 9" (Or gt + 0; gix — 0L grs) (4.40)
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Compte tenu des approximations sur les dérivées et de la valeur de goy donnée
par (4.33), on obtient :

1 ;0go 100

0% ~0; IYiy=—= - = 4.41
00 P00 27 Qxi 2ot (4.41)

L’expression de la composante R, compte tenu de (4.41), est finalement :

oT,° o, 1 20 1
Ry=-—"20=_"00_-__ — = ——A® 4.42
0 0x® ox c? — 0xi? c? ( )
Reportant I'expression (4.37) de RY dans (4.42), on obtient :
K4

Ad=—pc (4.43)

2
L’équation du champ de gravitation newtonien a pour expression classique :

A® = 4Gy (4.44)

La comparaison de ces deux derniéres équations nous donne finalement I’expres-
sion du coefficient d’élasticité de I'espace-temps :

B GG

K 4

(4.45)

C

Cette constante permet ainsi de déterminer complétement les équations d’Ein-
stein. Celles-ci s’appliquent a tous les problémes dans lesquels la gravitation inter-
vient de maniére importante : chute des corps, déviation de la lumiére, orbite des
planétes et des satellites, mouvement des étoiles, etc. Ces équations vont permet-
tre d’envisager une cosmologie, non pas fondée sur des hypothéses arbitraires mais
comme une étude de 'espace-temps dans ’ensemble de I'univers.

4.5 Champ de gravitation central symétrique

La résolution des équations d’Einstein appliquées a un systéme physique donné,
est extrémement ardue. Ces équations sont au nombre de seize mais les symétries
permettent d’en réduire le nombre a dix. On a en effet : gog = gga, Ba = Rgas
Qap = Qpo. Malgré cette réduction, on doit résoudre un systéme différentiel du
second ordre ot les g, sont les inconnues a déterminer. Cependant, la considération
d’autres symétries physiques permet de simplifier la résolution ainsi que nous allons
le voir dans le cas d'un champ a symétrie centrale.

4.5.1 Champ a symétrie centrale dans le vide

C’est I'astronome Karl Schwarzschild qui, dés 1916, va trouver la premiére solu-
tion exacte des équations d’Einstein pour un champ de gravitation central symétrique.
Un tel champ est engendré par une distribution de matiére ayant une méme symétrie.
C’est, le cas du Soleil et de ne nombreux astres. Nous étudierons d’abord le champ
de gravitation dans le vide, c’est-a-dire & l'extérieur des masses qui l’engendrent.
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Dans ce cas, nous supposerons que le tenseur d’impulsion-énergie est égal a zéro et
les équations d’Einstein (4.32) se réduisent alors a :

1
Rag — 5 Gap R=0 (4.46)
La symétrie centrale du champ signifie que la métrique de I'espace-temps doit
étre la méme pour tous les points équidistants du centre considéré. Si I’on a recours
a des coordonnées spatiales "sphériques" r, 6, ¢, I'expression la plus générale de
I'intervalle s’écrit :

ds* = A(r,t)dr* 4+ B(r,t) (d0* + sin®0 dp?) + C(r,t) dt* + D(r,t)drdt  (4.47)

Les fonctions A, B, C, D dépendent du "rayon vecteur" r et du "temps" ¢t. Par
suite de 'arbitraire dans le choix du systéme de référence en relativité générale, on
peut changer les coordonnées en les soumettant a n’importe quelle transformation
qui ne viole pas la symétrie centrale de 'intervalle.

Chosissons les coordonnées r et ¢t de sorte que la fonction D(r,t) soit nulle et
que B(r,t) soit égale a —r?. Cette derniére condition implique que la coordonnée
r est telle que la longueur de la circonférence d’un cercle, centrée sur ’origine des
coordonnées, soit égale a 27r. Afin de simplifier les notations pour les calculs, il est
commode de faire les choix suivants : A(r,t) = —e*, C(r,t) = c*¢”, ot X et v sont
des fonctions & déterminer de r et ¢. Finalement, I'intervalle ds? choisi s’écrit :

ds® = c* e’ dt* — et dr* — r* (df* + sin*0 dy?) (4.48)

Notons les coordonnées "sphériques" sous la forme suivante : 2° = ct, ' = r,

2?2 = 0, 2* = . Les composantes covariantes non nulles du tenseur métrique sont
alors les suivantes :

go=¢"; gu=—€"; gu=—1"; gp=—r’sin’0 (4.49)

Ces valeurs permettent de calculer aisément les expressions des symboles de
Christoffel FQBX en utilisant les formules (4.40). On calcule ensuite les composantes
covariantes du tenseur de Ricci R,z a partir des formules (4.38), puis, par contrac-
tion, le scalaire de courbure R. Ces calculs, détaillés au cours de 'exercice 4.7.2,
permettent d’écrire les équations d’Einstein (4.46) sous forme d’équations différen-
tielles des fonctions A(t,r) et v(¢,7). L’intégration de ces équations donne les ex-
pressions de A\ et v. En écrivant que le champ de gravitation devient nul a I’infini,
on détermine la constante d’intégration.

Finalement, on obtient explicitement 1’expression du carré de I'intervalle :

2GM 1
5e (1 B fc ! )Cz e T dr? — r2 (d6* + sin0dp®)  (4.50)

Le champ de gravitation dans le vide créé par une masse M centrale symétrique
est ainsi complétement déterminé par (4.50).
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4.5.2 Singularité de Schwarzschild

La métrique (4.50) est valable a l'extérieur de la masse qui crée le champ de
gravitation. On voit que cette métrique présente une premiére singularité pour r» = 0,
le coefficient ggo de dt? devenant alors infini.

Une seconde singularité est celle pour laquelle la coordonnée est telle que :

2GM

c2

To (4.51)

Cette quantité ry est appelée le rayon gravitationnel. Dans ce cas, goo s’annule
et g11 devient infini. On peut alors définir une région singuliére pour :

2GM

O<r< 5

(4.52)

c

Dans cette région, les coordonnées de temps et d’espace échangent leur role. Si
I’on identifie » avec une distance newtonienne, on peut montrer que cette région
singuliére est située trés profondément a l'intérieur de la masse M qui crée le champ
de gravitation. Or dans ce domaine, la métrique (4.50) n’est plus valable puisqu’elle
a été calculée en prenant un tenseur d’impulsion-énergie nul.

Cette singularité de Schwarzschild n’est qu’apparente car elle peut étre élim-
inée par un choix convenable du systéme de coordonnées. Mais ce qui est éliminé est
la singularité mathématique dans les composantes du tenseur métrique. Par contre,
il n’en reste pas moins un phénomeéne physique tel que tout signal électromagnétique
émis par une telle masse ne peut atteindre un observateur extérieur.

4.5.3 Champ a symétrie centrale & I'intérieur de la matiére

Les équations de la gravitation d’Einstein ne déterminent pas entiérement la
distribution et le mouvement de la matiére. Ces équations n’impliquent pas I’équa-
tion d’état de la matiére, c’est-a-dire I’équation qui relie entre elles la densité et la
pression. Outre les équations d’Einstein, il faut donc se donner une équation d’état
lorsqu’on veut résoudre le probléme de la gravitation a I'intérieur de la matiére.

Pour un systéme a symétrie sphérique en équilibre hydrostatique, la métrique
générale (4.48) peut étre écrite sous la forme suivante :

W0 a1
2 ) W = T Rem )

ds* = (1 + dr® —r? (d9* + sin*0 dy®) (4.53)

La forme (4.53) constitue une généralisation de I'équation (4.50) ou les fonctions
®(r) et M(r) sont & déterminer. L'utilisation de la métrique (4.53) permet le calcul
du tenseur d’Einstein en fonction de ®(r) et M(r). Les équations d’Einstein four-
nissent ensuite pour ces deux fonctions un systéme d’équations couplées, appelées
équations de Tolman-Oppenheimer-Volkov, dépendant de la densité d’énergie
et de la pression de la matiére dans le systéme considéré. Ainsi, la fonction M (r)
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apparait comme étant la masse située dans une sphére de rayon inférieur a r.

La métrique de Schwarzschild (4.50) étant un cas particulier de la métrique
(4.53), les deux métriques se raccordent parfaitement a la surface d’une sphére de
rayon donné R et de masse M. On a en effet : ®(R) = —GM/R, M(R) = M.

4.6 Ondes gravitationnelles

L’idée d'une vitesse de propagation finie de ’attraction gravitationnelle est due
a Pierre-Simon Laplace (1740-1827). Ce fut ensuite Henri Poincaré qui, en 1905, fit
I’hypothése d'une vitesse égale a celle de la lumiére.

Une onde gravitationnelle peut étre considérée comme une petite perturbation
qui se propage dans I’espace-temps riemannien en le déformant légérement. Nombre
de phénoménes physiques peuvent étre la source de telles perturbations puisqu’il
n’y a pas de matiére qui n’ait une action gravitationnelle. Le simple mouvement des
planétes du systéme solaire, par exemple, est une source d’ondes gravitationnelles
extrémement faibles. De nombreux laboratoires d’astrophysique essaient de nos jours
de détecter directement des ondes gravitationnelles.

4.6.1 Equations d’Einstein linéarisées

Considérons un espace-temps riemannien dont la métrique ggﬁ est connue. Sup-
posons qu’'une onde gravitationnelle perturbe légérement cet espace-temps et déter-
minons les perturbations h,s qui en résulte pour la nouvelle métrique g3 :

9o = Jap + has (4.54)

Afin de simplifier cette étude, supposons que le champ de gravitation initial soit

suffisament faible pour que la métrique soit pratiquement euclidienne. Dans ce cas,

nous pouvons choisir un systéme de référence tel que les composantes 9;5 du tenseur

métrique soient presque égales & celles de ’espace-temps de Poincaré-Minkowski.
Dans ce cas, nous pouvons écrire :

9as = Nap + hap (4.55)

Afin de respecter la cohérence de notre approximation, il est nécessaire d’utiliser

les composantes 7,5 du tenseur métrique pour lever ou abaisser les indices. On a
pour les composantes contravariantes go‘ﬁ en posant :

g%’ =0 + k7 (4.56)

Nous allons calculer le terme k° :

9ia 9" = 5 (4.57)
ap aBy __ si

(Nia + hia) (N™ + k%) = 0 |

Tia naﬁ + Niau kaﬁ + hz‘oz naﬁ + hia kaﬁ = 525
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Nia kP + hinn™ =0 (4.58)
Tio 1" k7 = =0 " hig
kM = = By

Soit en posant h*? = n# n*8 h,,, on a :
g™ = — poF 4 O(hiﬁ) (4.59)

Compte tenu des hypothéses ci-dessus, et en notant :

hijop = Oap hij (4.60)

nous allons calculer le tenseur d’Einstein linéarisé. Commencons par le tenseur

de Ricci :

1 .
Rap =3 1 (hgjak + haksi — hapri — Mijas) (4.61)
1 .. 1 .. 1, 1
=~3 1" O hij + 2 1" Ok s + 2 1 g hak — 3 1™ Orj heg

En posant h = 7 hag et O = n* 9, on obtient :

1 1 1 g
Rag = =5 Oag b+ 5 O h + 5 08 1t = 5 hag (4.62)
Calculons maintenant le scalaire de courbure R :
. 1 .. .
R=¢"Ry; = 3 00 (hijpa + Py — hiigg — Pagai) (4.63)
=0" 0" (hij s — huig))
Ce qui donne pour le terme 7,4 R :
Nas B =nap ™ 0 (Rija — huikj) (4.64)

=N O B — Nag 0’ O by
=Tap Okl Rt — N U hﬁ
=Tap Okl Rt — Nag LN

Finalement, on a :

. 1
Sas = = (—0ap h + Ok hg + 05 h? — Oheg) — 3 (Nap O K" —n0g O h)  (4.65)

N | —

Le tenseur S,5 peut étre simplifié en posant :
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~ 1
haﬁ = haﬁ — inaﬁh

(4.66)

Commencons par le terme —0,5 h + Ouk h’g + 0p; h, ; nous choisssons une jauge

pour laquelle :

Oa ho8 =0

Nous avons alors :

-1

Outc Wy = D Ml + 5 D
. -1

Osj o, = Opj hioc + 5 Oap h

d’ou, avec la relation de la jauge (4.67) :

— Oap h+ Ooi, Iy + O35 b, =
Do 1 + D b, =

Ok hNZ + 085 Gia hit =

Dt 1+ 0 gia 05 hIT =

(1) s

Passons aux termes — hyg, —7as Ok h* et —Nag I

-1
(2) —Dha[g:—mhaﬁ—aﬁagmh

~ 1
(3) = Nap Ot B™ = —1jap Opy hEL — 3 Mo Oun™h

~ 1
= —Tap Ot WM — 2 Nas UM

(4) nagh

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

Ajoutons (1)+(2)+(3)+(4), on obtient donc pour le tenseur d’Einstein linéarisé :

1 . - -
Saﬁ = 5 (—D hag — Nap &d hkl + 8ak h,g)
Finalement, les équations d’Einstein (4.32) s’écrivent :

167G

ct

~O hag — Tap O hH + o by = Qus

Les équations (4.77) sont appelées équations d’Einstein linéarisées.
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4.6.2 Propagation dans le vide

Par analogie avec 1’équation de Maxwell pour les potentiels électromagnétiques,
on peut imposer une condition de jauge de Lorentz que 1’on a déja utilisée en (4.67) :

Oo % =0 (4.78)
Avec cette condition de jauge, les équations d’Einstein linéarisées s’écrivent :
~ 167G
Ohep = — = Qap (4.79)

Dans le vide, les équations de propagation du champ de gravitation deviennent, :

Dhes =0 (4.80)

C’est ’équation classique de propagation des ondes dans le vide. Par conséquent,
les champs gravitationnels se propagent dans le vide avec la vitesse de la lumiére.

Considérons une onde de gravitation plane qui se propage selon une seule direc-
tion de 'espace, soit 'axe x! = z. Les équations de propagation (4.80) se réduisent
a:

0? 1 0%\ -
Cette équation admet pour solution toute fonction de ¢ + x/c. On démontre que
ces ondes de gravitation sont des ondes transverses dont la polarisation est déter-

minée par un tenseur symétrique du second ordre dans le plan perpendiculaire a
I'axe des x.

Comme pour les ondes électromagnétiques, les ondes gravitationnelles trans-
portent une certaine quantité d’énergie. Mais les énergies mises en jeu lors du passage
d’une onde de gravitation sont extrémement faibles. Pour une onde trés intense, par
exemple I'explosion d’une supernovae au centre de la Galaxie, ’énergie de passage
est d’un ordre de grandeur de 1072 joules. Autant dire que leur détection est des
plus délicates.

Au cours du chapitre suivant, nous verrons que ce n’est pas actuellement la
détection directe des ondes gravitationnelles qui apporte la preuve de l'existence
de telles ondes. C’est I’étude de la variation de 'orbite d’un pulsar double qui, en
émettant des ondes de gravitation, perd de I’énergie et dont la mesure trés précise de
cette variation au cours de plus de 25 années constitue la preuve la plus remarquable
de la validité de la relativité générale.
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4.7 Exercices

4.7.1 Elément de distance spatiale dans un systéme en rota-
tion
Considérons un cas particulier de champ gravitationnel stationnaire : celui d’un
disque en rotation a vitesse angulaire w uniforme.

1. On considére un systéme d’inertie "immobile" en coordonnées cylindriques r’
b
¢, 2/, t. Ecrire 'expression du carré de 'intervalle dans ce référentiel.

2. Soient r, ¢, z, t les coordonnées cylindriques du disque tournant dont I'axe de
rotation coincide avec I'axe Oz’ du référentiel d’inertie. Déterminer I’expression
du carré de 'intervalle dans le systéme de coordonnées en rotation.

3. Déterminer le carré de I’élément linéaire dl de distance spatiale dans le systéme
de coordonnées en rotation.

4.7.2 Correction

1. En coordonnées cylindriques r/, ', 2/, t, le carré de U'intervalle s’écrit :

ds” = dt* — dr'"* — r? dy” — d2* (4.82)

2. Si I'axe de rotation du disque coincide avec I'axe Oz’ du référentiel fixe, on a
les relations suivantes entre coordonnées :
/ /

r'=r; 2Z=z; =p+uwt (4.83)

En calculant les différentielles des coordonnées (4.83), puis en élevant au carré
et en substituant dans (4.82), on obtient :

ds” = ds* = (* —W?r?) dt* —2wridpdt — r* dp?® — dz* — dr? (4.84)

3. L’élément linéaire spatial est obtenu a partir de la formule (4.9), a savoir :

di? = (M - g,k) do' da* (4.85)
goo
Les indices 7 et k varient de 1 & 3 et concernent les variables r, ¢, z. On a

donc :

goo = —w’r? 5 g =—2wr® ; g =—1; go=—r"; g3 =—1 (4.86)

Les autres composantes sont nulles. Compte tenu de (4.86), la formule (4.85)
nous donne :

40%r2 —1

di> = dr? + s r? de® + dz? (4.87)

91



4.7.3 Meétrique d’un champ de gravitation central symétrique

C’est I'astronome Karl Schwarzschild qui dés 1916, va trouver la premiére solution
exacte des équations d’Einstein pour un champ de gravitation central symétrique.
Un tel champ est engendré par une distribution de matiére ayant une méme symeétrie.
C’est le cas du soleil et de nombreux astres.

1.

La symétrie centrale du champ signifie que la métrique de I’espace-temps doit
étre la méme pour tous les poins équidistants du centre considéré. Si I'on a
recours a des coordonnées spatiales "sphériques" r, 6, ¢, écrire 'expression la
plus générale de I'intervalle.

Choisissons les coordonnées r et ¢ de sorte que la fonction D(r,t) soit nulle
et que B(r,t) soit égale a —r?. Cette derniére condition implique que la co-
ordonnée r est telle que la longueur de la circonférence d’un cercle, centré
sur 'origine des coordonnées soit égale a 27r. Afin de simplifier les notations
pour les calculs, il est commode de faire les choix suivants : A(r,t) = —e’,
C(r,t) = c*€”, ou A et v sont des fonctions & déterminer de r et ¢. Déterminer
I’expression de l'intervalle ds? avec les notations ainsi choisies.

. Ecrire les composantes covariantes du tenseur métrique en considérant que les

coordonnées ct, r, 0, ¢ représentent respectivement les coordonnées d’indices
0,1, 2, 3.

Calculer les composantes contravariantes du tenseur métrique.

5. Calculer les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce correspondant a cette

10.

métrique.

En considérant un tenseur d’impulsion-énergie égal a zéro, écrire les équations
d’Einstein avec leurs composantes mixtes.

. Intégrer les équations d’Einstein. On montrera qu’on peut choisir A = —v. La

constante d’intégration sera déterminée en comparant avec la limite newtoni-
enne.

En déduire I'expression du carré de I'intervalle ds? permettant de déterminer
complétement le champ de gravitation dans le vide créé par une distribution
de matiére centrale symétrique.

En déduire la métrique spatiale.

Déterminer la correction & apporter a la métrique galiléenne a de grandes dis-
tances de l'origine des coordonnées. Que peut-on en déduire pour la métrique
a grande distance de n’importe quel systéme de corps?

4.7.4 Correction

1.

Si 'on a recours a des coordonnées spatiales "sphériques" r, 6, ¢, on a pour
I'expression la plus générale de Uintervalle, la formule (4.47) :

ds* = A(r,t) dr* + B(r,t) (d§? + sin?0 dp®) + C(r,t) dt* + D(r,t) dr dt (4.88)
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. Avec le choix des fonctions données, il vient :

ds® = c? e’ dt* — et dr® — r* (d6* + sin6 dp?) (4.89)

. Considérons que les coordonnées ct, r, 6, p représentent respectivement les co-
ordonnées d’indices 0, 1, 2, 3. Les composantes covariantes du tenseur métrique
sont, données par :

[ _ AL _ 2 . _ 2 1.2
goo=¢€"; gun=—€" 5 gop=—1"7; gs3=—r"sin"0 (4.90)
. Les composantes contravariantes du tenseur métrique sont données par :

00 —v

B
g =€ 59 =-¢€

g2 =—r 2 ¢¥=—r%sin?6 (4.91)
. Les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce correspondant a cette métrique
se calculent en utilisant les formules générales (3.15), a savoir :

Iy = B 9" (Or gt + 0; gix — 01 grs) (4.92)

Les indices 0, 1, 2, 3 correspondent respectivement aux variables ct, r, 6, ¢.
On utilise le signe prime pour désigner la dérivation par rapport a la variable
r et le point au dessus d’une lettre pour indiquer la dérivation par rapport a
ct. On obtient les valeurs suivantes :

v v A .
Ty’ = 5 %= 5 r°% = B e (4.93)
/ )\ N
Folo — Z eV—A : 1—\110 — 5 : 1—\111 — E 7 F212 - 6—)\ : 1—\313 - _r Sin206—)\
(4.94)
2 3 1 2 . 3
r==rI 3= I';%y = —sinfcosf ; I',°5 = cotanf (4.95)

Les autres composantes sont nulles, sauf celles écrites ci-dessus pour lesquelles

on effectue une transposition des indices k et ¢ situés en bas des symboles de
Christoffel.

. Les équations d’Einstein sont données par les relations (4.31) sous forme
covariante. Elles s’écrivent également avec les composantes mixtes des tenseurs
sous la forme (4.34). Pour un tenseur d’impulsion-énergie égal a zéro, on a :

(0% 1 (0%

Les composantes covariantes R;, du tenseur de Ricci se calculent & partir de
la formule (4.38), soit :

Ris - Rikks - akrk - 8Sszk + 1—‘ilsl—‘lckl - 1—‘illcl—‘skl (497)

(-]
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Ses composantes mixtes sont données par (4.39) :

R, = g™ Ry; (4.98)

Le scalaire de courbure, noté R, est obtenu par contraction du tenseur de Ricci,
soit :

R = ¢ Ry, (4.99)

L’utilisation des formules qui précédent conduit aux équations suivantes :

S| 1
e (5 - ) —==0 (4.100)

ror? r2

1 12 /_)\/ /)\I 1 . )'\2 . )\
56’\(1/”+U_+V ! )——6”()\+——V—):0 (4.101)

2 r 2 2 2 2
I 1
Y
ST IR 4.102
¢ <T2 r) r2 ( )
A
e =0 (4.103)
r

Les autres composantes des équations d’Einstein sont identiquement nulles.

. L’équation (4.101) étant une conséquence des équations (4.100), (4.102) et
(4.103), 'intégration des équations d'Einstein portent uniquement sur ces trois
derniéres.

L’équation (4.103) se réduit a :

A=0 (4.104)

Elle montre que la fonction A ne dépend que du temps. La somme des équations
(4.100) et (4.102) se réduit a A’ 4+ v/ = 0. On obtient donc :

A= f(t) (4.105)

ou f(t) est une fonction quelconque de ¢t. On peut supposer que f(¢) = 0 car
les choix effectués lors de la question 2 laisse la possibilité d’ajouter & v une
fonction arbitraire. Avec f(t) =0,ona: A= —v.

L’équation (4.102) s’intégre facilement et nous donne comme solution, compte
tenu de ggg = €” :

K
er=e"=14+— =gy (4.106)
T

La constante d’intégration K s’obtient en considérant qu’a grande distance
ou le champ de gravitation est faible, son expression devient newtonienne. La
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composante goo du tenseur métrique est donnée, dans le cas de I’approximation
newtonienne, par (4.22), soit :

2P
Joo = 1+ C_2 (4107)

Les équations (4.106) et (4.107) donnent la relation :

K 2P
I+ —=1+— (4.108)
r c
L’expression du potentiel gravitationnel est : & = —GM /r, M étant la masse

totale du corps créant le champ. La relation (4.106) nous donne donc pour
valeur de la constante d’intégration :

2GM

K==

(4.109)

. Le carré de 'intervalle ds? permettant de déterminer complétement le champ
de gravitation dans le vide créé par une distribution de matiére centrale symétrique
est donc :

2G M 1
Je — (1 B fc : ) T el dr? —r2 (d6% + sin0 dp?) (4.110)

Lorsque r tend vers l'infini, cette métrique devient automatiquement eulidi-
enne.

. La métrique spatiale est donnée par I’expression de distance spatiale :

1

2 _
di" = 1 —(2GM/rc?)

dr® +1r* (d6® + sin®0 dp?) (4.111)

. A de grandes distances de l'origine des coordonnées, la métrique (4.110)
s’écrit :

2GM
ds* = ds} — % (dr? + c* dt?) (4.112)

ou dsg est l'intervalle euclidien. Pour une distribution de masses quelconques
a l'origine, le champ gravitationnel est central symétrique a de grandes dis-
tances. Par conséquent, la correction apportée par le dernier terme de I'équa-
tion (4.112) s’ajoute a la métrique euclidienne pour n’importe quel systéme
de masses lorsqu’on se trouve a des distances suffisamment grandes.
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Chapitre 5

Vérifications expérimentales

Trois tests classiques permirent de valider rapidement la théorie einsteinienne.
Il s’agit de I'avance du périhélie de Mercure calculée dés 1915 par Einstein, de la
déviation des rayons lumineux au voisinage du Soleil en 1919, et du décalage spectral
gravitationnel vers le rouge, dans les naines blanches, en 1925.

L’absence d’autres expériences en laboratoire ou d’autres observations astro-
nomiques engendra une certaine désaffection des physiciens pour la recherche en rel-
ativité générale jusque dans les années 1960. La découverte de I'effet Mossbauer, en
1958, devait permettre la mesure en laboratoire du décalage spectral d’origine grav-
itationnel. Le développement d'une astrophysique relativiste permet de nos jours de
vérifier la théorie de la relativité générale avec une précision de plus en plus grande.

La découverte fortuite en 1965 du rayonnement fossile des débuts de I'Univers
suscita un immense intérét envers la cosmologie qui commenga a se développer sur
des bases expérimentales en liaison avec la théorie relativiste. De nombreux labo-
ratoires travaillent actuellement sur les modéles cosmologiques issus de la relativité
générale.

5.1 Avance du périhélie de Mercure

La trajectoire d’une planéte isolée autour du Soleil, déterminée selon la théorie
newtonienne, est une ellipse invariable. Cependant, ’observation montre que le péri-
hélie d’une planéte (point le plus proche du Soleil au cours de sa trajectoire) se
déplace lentement au cours des siécles; son orbite n’est pas fixe mais tourne lente-
ment dans son plan.

5.1.1 Insuffisance de la théorie newtonienne

Cette perturbation du mouvement elliptique de chaque planéte a pour cause
divers facteurs : attraction des autres planétes, aplatissement éventuel du Soleil, etc.
On peut calculer par la mécanique newtonienne classique, la valeur de I'avance du
périhélie due a chacun des facteurs mais on constate qu’il reste un résidu inexpliqué.
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Plus la planéte est proche, plus le résidu est important. Pour Mercure, on observe
un résidu de ’avance du périhélie par siécle de 43.11 £ 00.45 secondes d’arc, pour
Vénus de 8.4+ 4.8, et pour la Terre de 5.0 £ 1.2 secondes.

Ces valeurs sont trés petites mais elles furent suffisantes pour que les astronomes
les eussent mesurées avec précision et qu’elles leur posassent une énigme.

C’est au 19e siécle que I"astronome Urbain le Verrier (1811-1877) (qui prévit par
le calcul lexistence de la planéte Neptune, découverte par la suite) établit la théorie
de 'orbite de Mercure en tenant compte des perturbations dues a d’autres planétes.
Le Verrier nota un petit désaccord entre les observations astronomiques séculaires
et ses calculs effectués a partir de la mécanique newtonienne.

5.1.2 Mouvement d’une particule dans un champ de Schwarzschild

[’étude du mouvement d’une planéte dans le champ de gravitation créé par le
Soleil peut étre assimilé & celui d’une petite particule qui ne perturbe pas le champ a
symétrie centrale sphérique étudié par Schwarzschild. La métrique de I’espace-temps
ou évolue la particule est celle donnée par (4.50) :

1
ds* = Ac*dt* — — dr?* — r* (d6? + sin*0 dy?) (5.1)

A
2GM
-—- Dans l'espace-temps considéré, la trajectoire d’une

On aposé: A=1-—
e
particule est une géodésique donnée par les équations (4.15) :

d?x® dx? dxX
re,— " —90 5.2
ds? T ds ds (52)
Les symboles de Christoffel sont calculés a partir de la métrique de Schwarzschild
(5.1). Ecrivons les équations (5.2) pour 22 = @; il vient :

20 2drdo . dp\”
@‘F;%%—SIHQCOSQ(E) —0 (53)
Supposons le mouvement, initial tel que :
s do
Ofog=—=; | — = 5.4
’ 2 (dS ) s=0 O ( )

Ces conditions initiales donnent : d?6/ds?> = 0. On peut choisir un systéme de
coordonnées tel que les conditions (5.4) restent identiques au cours du mouvement
qui s’effectue dans un plan. Les autres caractéristiques de la trajectoire sont fournies
par les équations des géodésiques. Pour 2° = ct et 2° = ¢, les équations (5.2) ont
respectivement pour solutions :

—=— 7
ds 2’ ds c

ou L et K sont des constantes d’intégration ; c est la vitesse de la lumiére.

dt L dp K
R e (5.5)
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Pour 2! = r, on va utiliser Uexpression du ds? donné par (5.1) et éliminer de
cette expression dt et ds compte tenu de (5.5). Posant u = 1/r, on obtient une
premiére équation des trajectoires :

d*u n GM n 3G M u?
_ u o
dep? K? c?
La premicre équation (5.5) nous donne : dt/ds = L/Ac*. Reportant cette derniére
relation dans la seconde équation (5.5), il vient :

(5.6)

dy dy dt dep L K
i S e A e e 5.7
ds | dt ds | dt A2 ¢ (57)
Reportant la valeur : A = 1 — 2GM/rc* dans (5.7), on obtient une seconde
équation des trajectoires :

r? do _ Re (1 - QGM) (5.8)

ds L rc?

Les équations (5.6) et (5.8) du mouvement de la particule dans un champ de
gravitation a symétrie sphérique sont peu différentes des équations de la mécanique
newtonienne qui sont les suivantes :

2
Pu o GM o Lde
dp? K? dt

Les termes supplémentaires qui apparaissent dans les équations de la relativité
générale sont trés petits lorsque la vitesse de la particule est faible devant c. C’est
le cas pour les mouvements des planétes autour du Soleil ; les équations relativistes
des trajectoires montrent que les orbites des planétes sont bien les géodésiques de

I’espace-temps riemannien.

(5.9)

5.1.3 Avance du périhélie des planétes

Calculons par approximation I’avance séculaire du périhélie des planétes. La so-
lution de la premiére équation newtonienne (5.9) est :

GM _
o = e [1+ecos(p — )] (5.10)
Les paramétres e et w sont des constantes d’intégration. Elles représentent re-
spectivement 'excentricité de 'orbite de la planéte et la longitude de son périhélie.

Si a est la demi longueur du grand axe de la trajectoire elliptique, on a :

K?*=GMa(l — €?) (5.11)

Calculons, par approximations successives, une solution de 1’équation relativiste
(5.6). Pour cela, substituons la solution (5.10), qui est une solution approchée de
(5.6), dans le terme supplémentaire que fait intervenir cette derniére équation. On
obtient :
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d*u 6M3G?
— tu~ ————€ecos(p —w 5.12
Tt " ecos(o ) (512)
Les autres termes ne sont pas retenus car ils apportent une contribution néglige-
able. L’équation (5.12) admet comme solution particuliére :

3G3M3
2K
Une solution de seconde appproximation peut étre formée par la superposition
des solutions ug et u;; on obtient :

GM
u=1uy+u = F[leecos((p—w—&D)] (5.14)
ol 'on a posé : 6w = 3G*M?¢/c* K?. Compte tenu de I'expression de K? donnée
par (5.11),on a:

U = epsin(p — w) (5.13)

3GM
ow=——-—7-—— 5.15
ac?(1 — e?) 7 (5.15)
Lors de la révolution compléte d’une planéte autour du Soleil, ¢’est-a-dire pour
@ = 27, 'avance du périhélie a donc pour expression :

5oy = —omOM (5.16)
ac*(1 — e?)

En ce qui concerne la planéte Mercure, les calculs de mécanique newtonienne
compte tenu de I'action perturbatrice des autres planétes, donnent une avance sécu-
laire de 5557 secondes d’arc environ. Or les observations astronomiques montrent
que cette avance est en réalité de 5600 secondes d’arc environ. C’est ce résidu dw
de 43 secondes, inexpliqué par la théorie de Newton, dont rend compte la relativité
générale.

Dans le cas de Mercure, I’excentricité de son orbite est relativement importante :
e = 0.2056, et son orbite est la plus proche du Soleil, donc a est la plus faible valeur
des demi axes des ellipses planétaires. Le résidu d’avance du périhélie de Mercure
est ainsi le plus important des planétes.

L’application de la formule (5.16) conduit & une valeur du résidu d’avance sécu-
laire du périhélie de Mercure égale a 43.15 secondes d’arc. Cette valeur coincide avec
les mesures astronomiques, 43.11 £ 0.45 secondes, compte tenu de leur incertitude
expérimentale.

5.2 Deéviation des rayons lumineux

Le champ de gravitation de Schwarzschild permet également 1’étude de la dévi-
ation d’un rayon lumineux passant au voisinage du Soleil.
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5.2.1 Equation de la déviation d’un rayon lumineux

Les trajectoires des rayons lumineux sont également des géodésiques mais celles-
ci sont de longueur nulle :

ds =0 (5.17)

Cette condition nécessite, selon la seconde équation (5.5), que K devienne infini.
Par conséquent, I’équation des trajectoires (5.6) pour des rayons lumineux se réduit
a:

d*u _3GM u?

~ i 5.18
dp? c? ( )
Cette derniére équation s’intégre également par approximations successives. La
solution de I’équation sans second membre est :
! (5.19)
Uy = — COS .
0= R 2

dans laquelle R est une constante d’intégration. Substituons cette solution dans
le second membre de (5.18). L’équation ainsi obtenue admet la solution particuliére :

GM
2 R?

Une solution de seconde approximation de I’équation (5.18) peut étre formée
par la superposition des solutions ug et uq, soit :

up = (cos? p + 2sin” ) (5.20)

1 M 9 9
u=ug+u = Ecosgp+c2R2 (cos” ¢ + 2sin” @) (5.21)
Utilisons des coordonnées cartésiennes : x = rcosp, y = rsinp. Avec u = 1/r,
I'équation (5.21) nous donne I’équation des trajectoires :

GM 2% + 2y?
AR \/r2 + Y2
Le second terme du membre de droite de (5.22) représente une trés petite devia-

tion du rayon lumineux par rapport a la droite x = R. Pour trouver les asymptotes,
il suffit de prendre y trés grand par rapport a z. I’équation (5.22) devient alors :

r=R-— (5.22)

2GMy
AR
[’angle o des asymptotes, c’est-a-dire la déviation totale de la lumiére a son
passage dans le champ de gravitation, est donc :

=R+ (5.23)

AGM

“T 2R

Une déviation mesurable nécessite la présence d’'un champ de gravitation trés

intense. La premiére mesure fut réalisée en 1919 en observant la déviation des rayons
passant en incidence rasante au voisinage du Soleil.

(5.24)
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5.3 Décalage gravitationnel de la fréquence d’un ray-
onnement

Nous avons vu, dans la partie 3.4.2, le calcul du décalage gravitationnel de la
fréquence d’un rayonnement électromagnétique dans un champ d’accélération. Par
suite du principe d’équivalence, la fréquence subit le méme sort dans un champ
gravitationnel. Une vérification de ce phénoméne a été réalisée a partir de 1925 par
I'observation de la lumiére émise par des étoiles de tres forte densité, les naines
blanches.

5.3.1 Deécalage théorique d’une fréquence

Un champ de gravitation est dit constant s’il est possible de trouver un sys-
teme de référence tel que toutes les composantes du tenseur métrique ne dépendent
plus de la coordonnée temporelle z° ; cette derniére sera appelée temps universel.
Seul le champ créé par un seul corps massif peut étre strictement constant. Dans
un systéme qui comporte plusieurs corps, leur attraction gravitationnelle mutuelle
engendre un certain mouvement et par la suite le champ dans I’espace-temps n’est
plus constant.

A des laps de temps universel Az? identiques en différents points de I’espace
correspondent cependant des laps A7 de temps propre différents. Le laps de temps
propre (4.3) qui n’est valable que pour des événements infiniment voisins lorsque le
systéme de référence est quelconque, s’étend, pour le temps universel, a des laps de
temps finis arbitraires. On peut donc écrire :

1
AT = . V900 Az (5.25)

Dans des champs gravitationnels faibles, la composante goo du tenseur métrique
est donnée par (4.22). L’expression (5.25) s’écrit alors :

0 0
ATIA—:E 1+£:A—x(1+%> (5.26)
c c c c

Considérons un rayon lumineux qui se propage dans un champ de gravitation
constant. Soit W la phase de I'onde lumineuse; le quadrivecteur d’onde est tel
que : ko, = 0, V. La fréquence mesurée en temps universel 2°/c est donc égale a :
wo = c9pV. Etant donné que 1'équation de propagation (4.25) d’un rayon lumineux
dans un champ constant ne contient pas 2" explicitement, la fréquence w,, mesurée
en temps universel, reste constante en tout point du champ le long du rayon lu-
mineux.

Par contre, la fréquence mesurée en temps propre est différente en chaque point
de lespace; elle est égale a : w = 0V /07. La relation (5.25), nous donne :

0_111 oV 0x° A e
or  0xz0 Or  92° /guo

(5.27)
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Avec wy = cOyV, la fréquence mesurée en temps propre est égale a :

1
1/ 9oo

Lorsque le champ gravitationnel est faible, la formule (4.22) donne pour limite
newtonienne de la fréquence (5.28) :

w = wy (1 - 9) (5.29)

c2

W = Wy

(5.28)

Considérons un rayon de lumiére émis en un point ou le potentiel de gravitation
est égal & @1 et soit w sa fréquence mesurée en temps propre en ce point. Lorsque
ce méme rayon arrive en un autre point de potentiel de gravitation ®,, sa fréquence
w’ mesurée en temps propre au point d’arrivée est égale a :

w':m(u%) :w(1+¥) (5.30)

Chaque raie de fréquence w d’un rayonnement passant d’un potentiel ®; a P,
est ainsi décalée d’un intervalle Aw = w’' — w tel que :

Dy — Py
:Tu]

Aw (5.31)

Si 'on observe sur la Terre un spectre émis par les étoiles ou le potentiel de
gravitation ®; est bien plus intense que sur notre planéte ou il a une valeur @, on a
|®1| > |Dy|. Le potentiel & d’une masse M a une valeur négative donnée par (4.17).
Par suite, le décalage de fréquence (5.31) est négatif et W’ < w; ce décalage a lieu
vers les petites fréquences, c’est-a-dire vers les grandes longueurs d’onde.

Les longueurs d’onde d’un rayonnement électromagnétique émis par une étoile
sont plus grandes mesurées sur Terre que mesurées sur 1’étoile; on a donc un dé-
calage vers le rouge.

Un atome situé sur une étoile a les raies du spectre qu’il émet déplacées vers
le rouge par rapport aux raies du spectre terrestre qui résulte d’'un méme atome.
Cependant les fréquences des raies spectrales qui seraient mesurées sur 'étoile elle-
méme sont identiques a celles du spectre terrestre.

5.3.2 Mesures du décalage gravitationnel

Les premiéres tentatives de vérification du décalage gravitationnel furent réalisées
en 1925 en observant le rayonnement émis par des étoiles de trés forte densité, au
moins 50 000 fois celle de I’eau, appelées naines blanches. Mais la détermination
a la fois du rayon et de la masse de ces étoiles a cette époque n’était pas trés précise
et les résultats furent controversés.
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Ce n’est qu’a partir de 1960 que des mesures faites en laboratoire permirent de
vérifier avec suffisamment de précision les valeurs théoriques du décalage gravita-
tionnel. De telles mesures furent possibles grace a 'apparition de 'effet Mdssbauer
en 1958.

Rudolf Mdssbauer, prix Nobel de physique 1961, a montré que le rayonnement
émis par les noyaux excités d’un cristal porté a basse température pouvait étre ab-
sorbé par résonance par un cristal de méme nature. La raie de résonance peut étre
extrémement fine. Par exemple, pour la largeur de raie v émise lors de la transition
"Ga = 7Zn a 93keV, on obtient : Aw/w = 5.2x107!6. Par conséquent, I'effet
Mossbauer permet d’avoir des sources suffisamment mono-chromatiques pour per-
mettre de détecter de trés faibles perturbations induites par des variations du champ
gravitationnel terrestre.

Les expériences réalisées en 1960 consistérent a placer la source de photons
a une hauteur distante d’environ 22 meétres de 'absorbeur situé en bas d'une tour
de I'Université de Harvard. La variation du champ de gravitation est extrémement
faible mais la finesse des raies utilisées permit de vérifier I’excellent accord entre les
valeurs théoriques de la relativité générale et les résultats expérimentaux.

5.3.3 Systéme de positionnement GPS

L’heure indiquée par des horloges situées a différentes altitudes ne sera pas la
méme par suite du décalage gravitationnel de ’onde transmise entre les deux hor-
loges. L’amélioration considérable de la stabilité des horloges utilisant des masers a
permis dans ce domaine des mesures d’une précision remarquable.

Les masers peuvent étre utilisés en oscillateurs hyperfréquences doués d’une trés
grande pureté spectrale. Le premier maser a molécule d’ammoniac a été inventé en
1954 et présente actuellement surtout un intérét historique. Par la suite, le maser a
hydrogéne a permis de réaliser une horloge atomique qui présente la meilleure sta-
bilité de fréquence a court et moyen terme.

Une expérience spectaculaire a consisté, en 1976, a envoyer dans une fusée une
horloge constituée d’'un maser a hydrogéne jusqu’a une altitude de 10 000 km. Pen-
dant toute la durée du vol aller-retour, la fréquence de I’horloge embarquée et celle
d’une horloge identique au sol, étaient comparées par I’échange de signaux hertziens.
Dans cette expérience, le décalage en fréquence est di a l'effet gravitationnel et a
la dilatation du temps de la relativité restreinte. De plus, un terme correctif doit
prendre en compte la rotation de la Terre.

Les résultats obtenus montrérent que les mesures des écarts en fréquence vérifi-
aient parfaitement les prévisions de la relativité, tant restreinte que générale.

De nos jours, des effets relativistes du méme genre sont testés en permanence
par le systéme de positionnement Global Positioning System connu sous le sigle
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GPS. Ce systéme utilise des horloges atomiques embarquées sur des satellites. Il per-
met de déterminer les positions sur Terre a une dizaine de métres prés et le systéme
européen donne une précision supérieure.

Cette technique de positionnement nécessite une concordance trés précise entre
les horloges embarquées et terrestres. Or, le décalage accumulé sur 24 heures par
une horloge satellitaire serait d’environ 50 microsecondes pour l'effet gravitationnel
duquel il faut déduire 10 microsecondes dues a la relativité restreinte, soit un décalage
journalier de 'ordre de 40 microsecondes, durée qui est mille fois plus importante
que la précision nécessaire. La mise au point de cette technique de positionnement
nécessite donc la maitrise de tous les effets relativistes.

5.4 Deéclin de lorbite d’un pulsar double

La meilleure vérification expérimentale de ’existence des ondes gravitationnelles
est sans nul doute I’étude faite depuis 1974 sur les variations de I'orbite du pulsar
double PSR 1913+16. Celui-ci fut découvert dans notre galaxie par Russel Hulse et
Joseph Taylor grace au radio télescope situé dans I'ille de Puerto Rico.

5.4.1 Emission radio d’un pulsar

Un pulsar est une étoile & neutrons qui tourne trés rapidement sur elle-méme.
Le champ magnétique du pulsar est trés intense en forme de dipdle. La rotation de
ce champ magnétique engendre des champs électriques qui arrachent des particules
chargées aux calottes polaires de I’étoile & neutrons. Ces particules subissent une
accélération conduisant & une émission radio sous forme de deux faisceaux d’une ou-
verture d’environ 10 degrés, ancrés aux poles magnétiques. Si l'un des deux faisceaux
est orienté de telle sorte qu’il croise la Terre, un radiotélescope le détecte comme une
suite d’impulsions réguliéres a la fréquence qui correspond & la vitesse de rotation
du pulsar.

On a mesuré les vitesses de rotation d’environ 600 pulsars connus dans les années
1990. Tls tournent entre 640 tours par seconde et un quart de tour, du plus rapide
au plus lent. Le chronométrage des pulsars consiste & mesurer précisément les temps
d’arrivées des impulsions recues par un radiotélescope. Ces mesures ont montré que
les pulsars ralentissent lentement et que ’énergie perdue est convertie essentiellement
en radiation aux fréquences radio comprises entre 100 et 1000 mégahertz.

5.4.2 Pulsars binaires

Les pulsars binaires sont formés de deux étoiles a neutrons en orbite trés excen-
triques avec une période de révolution de quelques heures; par exemple, les pulsars
binaires PSR 1534412 et PSR 1913416 ont respectivement pour période 10 et 8
heures.
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Un tel systéme binaire perd de 1’énergie sous forme de radiation gravitationnelle
attestée par la diminution de la période orbitale mesurée par chronométrage. De
plus, les mesures de chronométrage permettent de détecter l'avance du périastre de
I’orbite. Cette avance est de 4.22 degrés par an, ce qui est énorme comparé aux
mémes phénoménes dans le systéme solaire puisque ’avance du périhélie de Mercure
n’est que d’environ 43 secondes par siécle.

La dilatation du temps diie a la courbure de I'espace-temps associée au fort
potentiel gravitationnel des deux étoiles est une autre vérification expérimentale de
la relativité générale. Le potentiel gravitationnel d’un pulsar est en effet énorme
car une étoile & neutron ayant une masse égale a celle du Soleil, dont le rayon est
d’environ 700 000 km & I’équateur, est confinée dans une sphére de seulement 10
km de rayon. La masse volumique au coeur d’une étoile formée d’un superfluide
de neutrons dépasse 100 millions de tonnes par centimétre cube et peut peut-étre
atteindre une densité cent fois plus importante au centre de l'étoile s’il est formé
d’un fluide de quarks.

5.4.3 Pulsar binaire PSR 1913-+16

L’enregistrement des impulsions envoyées par le pulsar PSR 1913-+16 a été réalisé
depuis 1974. En étudiant les petites variations des impulsions enregistrées durant
15 années, différents phénomeénes relativistes en ont été déduits, en particulier la
vérification de I'existence d’ondes gravitationnelles.

Les différents paramétres du pulsar binaire résultant des mesures sont également
déterminés et sont les suivants : masses des pulsars, I'unité étant la masse du Soleil :
1.4408 £0.0003 ; 1.3873 +0.0003 ; excentricité : e=0.6171338 £ 0.000004 ; période
orbitale : P=0.322997462727 jour ; taux de variation de la période orbitale : dP /dt—(-
2.421140.0014) x 10712 s/s.

Le calcul du taux de variation de la période orbitale en partant de la théorie de la
relativité générale conduit a des valeurs trés préciséement égales a celles observées.
La figure 5.1 porte en ordonnées les variations cumulées, en secondes, des dates
correspondant au périastre, c¢’est-a-dire au point le plus proche entre les deux pulsars.
La parabole en trait plein est celle calculée a partir de la relativité générale et les
points sont les mesures. Dans beaucoup de cas, les incertitudes sur les mesures
sont inférieures a la largeur de la ligne en trait plein. L’absence des mesures aux
alentours de I’année 1995 est due aux travaux d’amélioration des performances du
radiotélescope.

5.5 Exercices

5.5.1 Avance séculaire du périhélie de Mercure

La formule (5.16) donne l'avance du périhélie d’une planéte au cours d’une
révolution autour du Soleil, & savoir :
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6rGM
= ——" 5.32
“ ac*(1 — e?) (532)
1. La masse du Soleil est : M = 1.983x 103 kg. Calculer, en fonction de I'ex-
centricité et de la demi-longueur du grand axe de l'orbite d’'une planéte, la

quantité dw en secondes d’arc.

2. Si T est la durée de révolution de la planéte exprimée en jours sidéraux, déter-
miner ’avance du périhélie réalisée en un siécle en fonction de 7', a et e.

3. On a les données suivantes pour la planéte Mercure : @ = 5.8x10%m, e =
0.2056, T" = 87.97 jours. Calculer I'avance séculaire, en secondes d’arc, du
périhélie de la planéte Mercure.

5.5.2 Correction

1. La constante de gravitation est égale & : G = 6.6725x 107" m3/(kg.s?); la
masse du Soleil : M = 1.983x10%kg; la vitesse de la lumiére : 299 792 458
m/s. La formule (5.16) donne les valeurs des angles en radians. Il faut donc
convertir ces valeurs en secondes d’arc, soit :

6mGM  360x 3600

ow = 5.33
“ ac®(1 — e?) 27 (5:33)
On obtient :
34x101°
ow = O7T34x10 7 secondes d’arc (5.34)
a(l —e?)

2. SiT est la durée de révolution de la planéte exprimée en jours sidéraux, I’avance
du périhélie d€2 réalisée en un siécle sera :

100 Trrerre 36525 _
= T g = dw secondes d’arc (5.35)

Tplanéte CL(l - 62) Tplanéte

ds?
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3. En portant dans la formule (5.35) les données numériques pour la planéte
Mercure, on obtient :

dQ) = 42.9 secondes d’arc (5.36)

Cette valeur correspond sensiblement aux résultats expérimentaux compte
tenu de l'incertitude expérimentale.

5.5.3 Variation de la période orbitale d’un pulsar binaire

La perte d’énergie par radiation gravitationnelle d’un pulsar binaire conduit a une
variation de sa période orbitale que nous allons calculer. Pour simplifier, considérons
un pulsar binaire formé par deux masses égales M, situées a la distance 2R, qui
effectuent un mouvement circulaire.

1. On note G} la constante de gravitation de chaque masse M du pulsar. Soit
V la vitesse de chacune des masses par rapport a un référentiel fixe. Ecrire
I’expression de 'énergie totale £ du systéme des deux masses en mécanique
classique.

2. Déterminer I'expression de la vitesse V' & partir de la mécanique classique.

3. La fréquence de 'onde gravitationnelle wy, est liée a la fréquence de la période
orbitale P, par : w, = 27/ P,. Calculer la distance R en fonction de la période
orbitale P,. En déduire I'expression de I'énergie totale E en fonction de la
période orbitale.

4. Démontrer la relation dE/E = (—2/3) dP,/P,. En déduire I'expression de la
variation de la période dP,/dt en fonction du taux de perte d’énergie dF/dt.

5. Le taux de perte d’énergie par radiation gravitationnelle, calculé a partir de la
relativité générale, est donné par : dE/dt = 128 Gywf M? R*/5¢°.
En déduire I'expression du taux de variation de la période orbitale dP,/dt en
fonction de P,.

5.5.4 Correction

1. L’énergie totale F du systéme formé par le pulsar binaire est égale a 1’énergie
cinétique des deux masses plus leur énergie potentielle, soit :

Gy M?
E=MV?— 5.37
5 (5.37)
2. L’équation newtonienne du mouvement conduit & la relation :

Vi o Gy M?
- = 5.38
R (2R)? ( )

d’ou :
Gy M

V= 5.39
iR (5.39)
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3. La fréquence de 'onde gravitationnelle w;, est liée a la fréquence de la période
orbitale P, par : w, = 27/ F,. De plus, la vitesse V' est donnée par : V = w,R.
La relation (5.39) nous donne :

GbM GbM 2m R -2
R = T 0 ( B ) (5.40)
soit :
Gy M

L’énergie totale (5.37) s’écrit en substituant Pexpression (5.39) de V? dans
E; il vient :

Gy M?
E=— 5.42
4R ( )
En remplagant R dans I'expression de I’énergie par sa valeur tirée de (5.41),
on obtient :
T MG\ 5
E= —M( : ) B (5.43)
4. En différentiant I’expression (5.43), on obtient :
dE 2 dP,
-0 5.44
E 3 B ( )

En divisant par dt et réarrangeant la relation (5.44), il vient :

dp, 3P, dF
—_— = — 5.45
dt 2 dt (5.45)
5. Le taux de perte d’énergie par radiation gravitationnelle, calculé a partir de la
théorie de la relativité générale, est donné par :

dE 128Gy 4 - o 4
R LR 3 A
= ra W MR (5.46)

Reportant cette derniére expression de dF/dt dans (5.45), on obtient :

o 5o\ h (5:47)

dP, 487 (47erM)5/3
La théorie que l'on vient de développer donne le principe du calcul pour 1'é-
tude des variations de la période orbitale d’un pulsar binaire. Pour un pulsar
réel donné, il faut tenir compte de ’excentricité de I'orbite suivie par les deux
masses ainsi que du fait que ces masses ne seront pas égales entre elles en
général.
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La formule (5.47) doit alors étre multipliée par le facteur suivant qui prend
en compte I'excentricité e d'une orbite elliptique, soit :

_ 1+4+(73/24)€® + (37/96) e*
o (1 —e2)7/2

D’autre part, pour le pulsar binaire PSR 191316, les masses sont légérement
différentes; on les notes M, et M,. Il faut alors remplacer dans la formule
(5.47) la quantité (2M)%/3 par le terme 8 = 4 M, M, (M, + M,)~3/2. Compte
tenu des masses M, et M,, on obtient finalement en relativité générale un taux
de variation de la période orbitale donné par :

(5.48)

dp, (1927 M, M, 1+ (73/24) €2 + (37/96) e*\ (27 Gy \"?
dt — \B5A(M, + M,)3/> (1—e2)7/ P,
(5.49)

Compte tenu des paramétres numériques du pulsar binaire PSR 1913416, on
obtient pour valeur théorique :

dP,
= —(2.40247 & 0.00002) x 107" s/ (5.50)

La valeur observée doit étre corrigée pour ’accélération galactique du pulsar
binaire qui engendre également une petite variation de la période orbitale,
soit : (dPy/dt)gatactique = —(0.0125 £ 0.0050) x 10~'* s/s. Le taux de variation
corrigé a ainsi pour valeur :

dp, dp,

dP,
<—b) = (—) - (—) — —(2.4086 +0.0052) x 1072 s/s
dt corrigé dt observé dt galactique
(5.51)

On obtient une excellente vérification de la prévision théorique (5.50). De
plus, ce phénoméne de diminution de la période orbitale confirme I'existence
des ondes gravitationnelles que prédit la relativité générale.
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