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Chapitre 1Les ve
teurs
1.1 Conventions d'é
riture1.1.1 Notation des ve
teurs et de leurs 
omposantesLes ve
teurs et les tenseurs sont représentés par des lettres en 
ara
tère gras : xreprésentera par exemple un ve
teur. Les 
omposantes des ve
teurs et des tenseurssont notées par des lettres en italique ave
 des indi
es. Par exemple, un ve
teur xde la géométrie 
lassique, rapporté à une base e1,e2,e3, s'é
rira :

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 (1.1)Nous utiliserons également par la suite pour les 
omposantes, des indi
es in-férieurs (voir 
omposantes 
ovariantes et 
ontravariantes).1.1.2 Convention de sommationLorqu'on e�e
tue la somme de 
ertaines quantités, on utilise 
ouramment la lettregre
que sigma majus
ule pour représenter 
ette sommation. On a par exemple :
x1y1 + x2y2 + ..... + xnyn =

n
∑

i=1

xiyi (1.2)La 
onvention de sommation d'Einstein va 
onsister à utiliser le fait que l'indi
erépété, i
i l'indi
e i, va dé�nir lui-même l'indi
ation de la sommation. On é
rit alorsave
 
ette 
onvention :
n

∑

i=1

xiyi = xiyi (1.3)La variation de l'indi
e se fera sur tout le domaine possible, en général de 1 à n,sauf indi
ation 
ontraire. L'indi
e répété peut être a�e
té á des lettres di�érentes,ou à une même lettre 
omme dans l'exemple suivant :
Aiixj = A11xj + A22xj + ..... + Annxj (1.4)6



Les indi
es peuvent être simultanément inférieurs ou supérieurs, ou l'un peutêtre inférieur et l'autre supérieur. Par exemple, l'expression Ai
k yi pour n = 4 :

Ai
k yi = A1

k y1 + A2
k y2 + A3

k y3 + A4
k y4 (1.5)On remarque que l'expression Ai

k yi 
omporte deux sortes d'indi
es. L'indi
ede sommation i qui varie de 1 à 4 (de 1 à n en général) peut être rempla
é parune lettre quel
onque, par exemple Am
k ym ou Ar

k yr. Cet indi
e qui peut être notéindi�éremment, s'appelle indice muet. Par 
ontre, l'indi
e k qui spé
i�e un termeparti
ulier est appelé indice libre. Si au
une indi
ation 
ontraire n'est donnée, toutindi
e libre prendra, de manière impli
ite, les mêmes valeurs que l'indi
e muet. Ainsi,l'expression aij xj = bi, pour n = 3, représente le système d'équations :
a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 = b1

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 = b2

a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 = b3 (1.6)Cette 
onvention ne s'applique qu'aux mon�mes ou à une seule lettre. Ainsil'expression (xk+yk) ne représente pas une sommation sur l'indi
e k mais seulementun élément, par exemple zk = (xk+yk). Par 
ontre le terme Aii représente la somme :
Aii = A11 + A22 + ..... + Ann (1.7)Lorsqu'on voudra parler d'un ensemble de termes A11, A22, ....., Ann, on ne pourradon
 pas é
rire le symbole Aii.La 
onvention de sommation s'étend à tous les symboles mathématiques 
om-portant des indi
es répétés. Ainsi, la dé
omposition d'un ve
teur x sur une base

e1,e2,e3, s'é
rit pour n = 3 :
x = x1e1 + x2e2 + x3e3 = xiei (1.8)En 
on
lusion, toute expression qui 
omporte un indi
e deux foisrépété représente une somme sur toutes les valeurs possibles de l'indi
erépété.1.1.3 Sommation sur plusieurs indi
esLa 
onvention de sommation s'étend au 
as où �gurent plusieurs indi
es muetsdans un même mono�me. Soit, par exemple, la quantité Ai

j x
i yj, 
elle-
i représentela somme suivante pour i et j prenant les valeurs 1 et 2 :

Ai
j x

i yj = A1
j x

1 yj + A2
j x

2 yj (sommation sur i)
= A1

1 x
1 y1 + A1

2 x
1 y2 + A2

1 x
2 y1 + A2

2 x
2 y2 (sommation sur j)Si l'expression a deux indi
es de sommation qui prennent respe
tivement lesvaleurs 1,2,...,n, la somme 
omporte n2 termes ; s'il y a trois indi
es, on aura n3termes, et
. 7



Substitution - Supposons que l'on ait la relation :
A = aij x

i yj ave
 xi = cij y
jPour obtenir l'expression de A uniquement en fon
tion des variables yj, on nepeut pas é
rire A = aij cij y

j yj 
ar un indi
e muet ne peut pas se retrou-ver répété plus de deux fois dans un mon�me. Il faut e�e
tuer au préalableun 
hangment de l'indi
e muet dans l'une des expressions. Par exemple, on pose :
xi = cik y

k, et on reporte dans l'expression de A ; on obtient :
A = aij (cik y

k)yj = aij cik y
k yj (1.9)On a ainsi une triple sommation sur les indi
es muets i,j,k. La 
onvention desommation peut être généralisée à un nombre quel
onque d'indi
es.1.1.4 Symbole de Krone
ker

δij = δij = δj
i =

{

1 si i = j
0 si i 6= j

(1.10)Ce symbole est appelé symbole de Kronecker. Il permet d'é
rire, par exemple,le produit s
alaire de deux ve
teurs ei et ej de norme unité et orthogonaux (on ditaussi orthonormés) entre eux, sous la forme :
ei · ej = δij (1.11)Lors d'une sommation portant sur deux indi
es muets, le symbole de Krone
kerannule tous les termes où les indi
es ont des valeurs di�érentes. Par exemple :

δij yi yj = yi yi (1.12)1.1.5 Symbole d'antisymétrieDans le 
as où les indi
es i,j,k prennent l'une des valeurs 1,2,3, le symbole d'an-tisymétrie ǫijk prend les valeurs suivantes :
ǫijk = 0, si deux quel
onques des indi
es ont une valeur identique ; par exemple :

ǫ112 = ǫ313 = ǫ222 = 0 (1.13)
ǫijk = 1, si les indi
es sont dans l'ordre 1,2,3 ou proviennent d'un nombre pairde permutations par rapport à 
et ordre intial ; par exemple :

ǫ123 = ǫ231 = ǫ312 = 1 (1.14)
ǫijk = −1, si les indi
es sont dans un ordre qui provient d'un nombre impair depermutations par rapport à l'ordre intial ; par exemple :8



ǫ132 = ǫ321 = ǫ213 = −1 (1.15)Le symbole d'antisymétrie peut 
omporter un nombre n quel
onque d'indi
es,prenant des valeurs de 1 à n, et les 
onventions pré
édentes se généralisent.En utilisant 
e symbole, un déterminant d'ordre deux s'é
rit sous la forme suiv-ante : dét[aij ] = ǫij a1i a2j .Un déterminant du troisième ordre s'é
rit : dét[aijk] =
ǫijk a1i a2j a3k.1.2 Généralisation de la notion de ve
teurLa di�
ulté pour 
omprendre la généralisation de la notion de ve
teur est liée àl'habitude qu'a le physi
ien de la représentation des ve
teurs de la géométrie 
las-sique, à trois dimensions, utilisées en physique. Il faut abandonner toute représen-tation pour les "ve
teurs" que l'on étudie i
i. Une se
onde di�
ulté est liée à laterminologie qui reprend le terme de ve
teur pour désigner des êtres mathématiquestrès divers et plus abstraits.1.2.1 Exemple de ve
teursTriplet de nombres réels - Considérons l'exemple suivant : on appellera ve
teurun ensemble de trois nombres réels ordonnés x1, x2, x3.Certes une telle dé�nition se réfère impli
itement aux ve
teurs libres de la géométrie
lassique qui sont représentés par trois 
omposantes, mais 
'est à présent 
e tripletde nombres que l'on appelle un ve
teur, sans faire référen
e à un espa
e géométriquequel
onque. On note 
e ve
teur (x1, x2, x3) ou, sous une forme plus 
ondensée, parle symbole x ; on a don
 x = (x1, x2, x3).Appelons E3 l'ensemble de tous les ve
teurs x ainsi dé�nis.Opérations sur les ve
teurs - Pour un tel objet, dégagé de toute atta
he géométrique,on peut aisément dé�nir des opérations entre ve
teurs, analogues aux lois 
lassiquesd'addition des ve
teurs libres et de leur multipli
ation par un s
alaire.Par dé�nition, à deux ve
teurs x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3), l'additionve
torielle fait 
orrespondre un autre ve
teur z, noté x+ y, tel que :

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) = (z1, z2, z3) = z (1.16)Le ve
teur z = x + y est appelé la somme des ve
teurs x et y.Également par dé�nition, à un ve
teur x = (x1, x2, x3), la multipli
ation par unnombre réel λ fait 
orrespondre un autre ve
teur u, noté λx tel que :
λx = (λ x1, λ x2, λ x3) = (u1, u2, u3) = u (1.17)9



Le ve
teur u = λx est appelé le produit de x par le nombre réel λ. Par suite, lesnombres réels seront appelés des s
alaires.On remarque que 
es deux opérations sur les ve
teurs font 
orrespondre à un ouplusieurs éléments de l'ensemble E3, un autre élément de 
e même ensemble. On ditque 
es opérations sont des lois de 
omposition interne.Remarque - Par suite, les ve
teurs 
onstitués par des triplets de nombres serontasso
iés à un espa
e pon
tuel et 
e dernier pourra, si on lui attribue 
ette signi�
a-tion, 
onstituer une représentation de l'espa
e physique à trois dimensions.Mais les ve
teurs sont dé�nis de manière générale, ainsi qu'on va le voir, unique-ment à partir des propriétés des opérations entre les éléments d'un ensemble.1.2.2 Propriétés des opérations sur les ve
teursDans l'exemple pré
édent, on a les propriétés suivantes :Addition ve
torielleA1 - Commutativité : x+ y = y + xA2 - Asso
iativité : x+ (y + z) = (x+ (y) + zA3 - Il existe un ve
teur nul, noté 0 = (0, 0, 0) tel que :x+ 0 = xA4 - Quel que soit le ve
teur x, il existe un ve
teur noté (−x), appelé sonopposé, tel que : x + (−x) = 0Multipli
ation par un s
alaireM1 - Asso
iativité : λ1 (λ2 x) = (λ1 λ2)xM2 - Distributivité par rapport à l'addition des s
alaires :
(λ1 + λ2)x = λ1 x+ λ2 xM3 - Distributivité par rapport à l'addition ve
torielle : λ (x+ y) = λx+ λyM4 - Pour le s
alaire 1, on a 1x = xOn démontre aisément 
es diverses propriétés en partant de la dé�nition desopérations (1.16) et (1.17). Par exemple, la distributivité par rapport à l'additionve
torielle se démontre 
omme suit : 10



λ (x+ y) = λ (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) = (λ (x1 + y1), λ (x2 + y2), λ (x3 + y3))
= (λ x1 + λ y1, λ x2 + λ y2, λ x3 + λ y3) = (λ x1, λ x2, λ x3) + (λ y1, λ y2, λ y3)
= λ (x1, x2, x3) + λ (y1, y2, y3) = λx+ λy (1.18)1.2.3 Autres exemples de ve
teursMultiplet de nombres réels - La généralisation de l'exemple des ve
teurs de E3,se fait aisément en 
onsidérant un multiplet 
onstitué de n nombres réels ordonnés

(x1, x2, ..., xn) que l'on appellera un ve
teur. Sous forme 
ondensée, on note x 
eve
teur ; on a :
x = (x1, x2, ..., xn) (1.19)De même que pré
édemment, on peut dé�nir deux lois de 
omposition interneentre 
es ve
teurs :� L'addition ve
torielle qui à deux ve
teurs x = (x1, x2, ..., xn) et y = (y1, y2, ..., yn)fait 
orrespondre leur somme z = x+ y dé�nie par :

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) = (z1, z2, ..., zn) = z (1.20)� La multipli
ation par un s
alaire λ qui à un ve
teur x = (x1, x2, ..., xn) fait
orrespondre le produit u = λx dé�ni par :
λx = (λ x1, λ x2, ..., λ xn) = (u1, u2, ..., un) = u (1.21)On véri�e aisément que 
es deux lois d'addition et de multipli
ation possèdentles mêmes propriétés, notées pré
édemment A1 à A4 et M1 à M4, que 
elles desve
teurs de E3.Polyn�mes - Ces propriétés fondamentales, A1 à A4 et M1 à M4, se trouventêtre identiques pour les opérations d'addition et de multipli
ation par un s
alairee�e
tuées sur une très grande variété d'êtres mathématiques.À titre d'exemple, 
onsidérons le polyn�me de degré trois :

Pa(t) = a0 + a1 t+ a2 t
2 + a3 t

3 (1.22)À l'addition de deux polyn�mes Pa(t) et Pb(t) de degré trois 
orrespond un autrepolyn�me Pc(t) de même degré. On véri�e aisément que l'addition des polyn�mespossède les propriétés A1 à A4 de l'addition ve
torielle.La multipli
ation d'un polyn�me Pa(t) par un s
alaire λ donne un autre polyn�me
λPa(t) de degré trois et 
ette multipli
ation possède les propriétés M1 à M4.
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Par suite de 
ette identité des propriétés des opérations sur les polyn�mes ave

elles des opérations sur les ve
teurs de la géométrie 
lassique, on peut 
onsidérerles polyn�mes 
omme des ve
teurs.Autres exemples - On sait dé�nir des opérations telles que l'addition et la mul-tipli
ation par un s
alaire, sur des êtres mathématiques très divers. C'est le 
aspar exemple, des nombres 
omplexes, des matri
es, des fon
tions dé�nies sur unintervalle donné, et
. Ainsi qu'on peut le véri�er pour 
haque 
as parti
ulier, 
esopérations véri�ent respe
tivement les propriétés fondamentales A1 à A4 et M1 àM4.Au lieu de 
onsidérer la multipli
ation par un nombre réel, il est possible d'utiliserdes nombres 
omplexes. Cependant, nous nous limitons par la suite à l'emploi desnombres réels pour la multipli
ation.1.2.4 Dé�nition générale des ve
teursCes exemples 
onduisent à dé�nir de manière générale les ve
teurs uniquement àpartir de leurs propriétés opératoires.Pour 
ela, 
onsidérons un ensemble E d'éléments quel
onques que l'on note
x,y, z,u, et
. Supposons qu'il existe entre 
es éléments les deux lois de 
omposi-tion interne suivantes :� À tout 
ouple déléments x,y, une première loi fait 
orrespondre un élément zde E, noté x+ y, soit z = x + y. De plus, 
ette loi possède les propriétés A1à A4.� À tout élément x et à tout nombre réel λ, une se
onde fait 
orrespondre unélément u de E, noté λx, soit u = λx. De plus 
ette loi possède les propriétésM1 à M4.Par dé�nition, l'ensemble E, muni de 
es deux lois de 
omposition interne, estappelé un espa
e ve
toriel par rapport au 
orps des nombres réels. Les éléments
x, y, et
 de E sont appelés des ve
teurs.1.2.5 Stru
ture d'un ensembleIl peut être utile de distinguer l'ensemble E ′ d'éléments que l'on se donne au départ,de l'espa
e ve
toriel E lui-même.Lorsqu'on ajoute à l'ensemble E ′, deux lois de 
omposition interne, 
es lois vont
onstituer une stru
ture pour 
et ensemble E ′. Ce dernier, muni de 
es deux loispossèdant respe
tivement les propriétés A1 à A4 et M1 à M4, devient alors unensemble E muni d'une stru
ture d'espa
e ve
toriel. Cet espa
e ve
toriel se 
onfondévidemment en tant qu'ensemble d'éléments ave
 l'ensemble E ′. Cependant, il s'endistingue en tant qu'espa
e qui 
onstitue un ensemble stru
turé. On peut dire que12



E ′ 
onstitue le support de E.De manière générale, munir un ensemble d'une ou plusieurs relations et loisde 
omposition, 
'est lui 
onférer une stru
ture. Cette dernière est dé�nie par lespropriétés qui régissent les relations et les opérations dont la stru
ture est pourvue.1.3 Bases d'un espa
e ve
toriel1.3.1 Exemples de ve
teurs indépendants et dépendantsConsidérons les trois ve
teurs suivants de l'espa
e ve
toriel E3 :
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) (1.23)E�e
tuons une 
ombinaison linéaire de 
es ve
teurs : (λ1 e1 + λ2 e2 + λ3 e3) et
her
hons pour quelles valeurs de λ1,λ2,λ3, 
ette 
ombinaison linéaire est égale auve
teur nul 0=(0,0,0). On a :

λ1 e1 + λ2 e2 + λ3 e3=λ1(1,0,0)+λ2(0,1,0)+λ3(0,0,1)=(0,0,0)La multipli
ation par les s
alaires donne :
(λ1, 0, 0) + (0, λ2, 0) + (0, 0, λ3) = (0, 0, 0) (1.24)Manifestement, 
ette relation ve
torielle est véri�ée si et seulement si :

λ1 = λ2 = λ3 = 0 (1.25)On dit que 
es trois ve
teurs e1,e2,e3 sont linéairement indépendants.Par 
ontre, si l'on prend les deux ve
teurs suivants : x=(3,4,-2) et y=(6,8,-4), etque l'on 
her
he λ1 et λ2 tels que λ1 x + λ2y = 0, on obtient, en remarquant que
y = 2x :

λ1 x + λ2 y = (λ1 + 2λ2)x = 0 (1.26)
e qui implique que (λ1+2λ2) = 0 puisque x n'est pas nul. Tous les nombres λ1 et
λ2 qui véri�ent λ1 = −2λ2 permettent de satisfaire la relation ve
torielle pré
édente.On dit que les ve
teurs x et y sont linéairement dépendants : l'un peut se déduirede l'autre.Pour plus de deux ve
teurs, on dira qu'ils sont linéairement dépendants si l'und'entre eux peut être déterminé à partir des autres.
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1.3.2 Ve
teurs de baseConsidérons p ve
teurs xi d'un espa
e ve
toriel E et é
rivons qu'une 
ombinaisonlinéaire de 
es p ve
teurs est égale au ve
teur nul, soit :
λ1 x1 + λ2 x2 + ...+ λi xi = 0 (1.27)Si la seule 
ombinaison linéaire qui véri�e 
ette égalité 
orrespond à des s
alaires

λi tous nuls, on dit que 
es p ve
teurs sont linéairement indépendants. On a unsystème de p ve
teurs indépendants.Dans le 
as 
ontraire, les ve
teurs sont linéairement dépendants et l'un au moinsd'entre eux est une 
ombianaison linéaire des autres. Supposons par exemple que λ1soit di�érent de zéro dans l'égalité pré
édente, on a alors :
x1 = (−1/λ1) (λ2 x2 + ...+ λp xp) (1.28)En prélevant un 
ertain nombre de ve
teurs dans un espa
e ve
toriel E, on peutformer des ensembles de ve
teurs indépendants. Il existe des espa
es ve
toriels oùle nombre de ve
teurs formant un système linéairement indépendant n'est pas �nimais nous ne les 
onsidérons pas i
i.On suppose don
 que le nombre maximum de ve
teurs indépendants est borné etl'on appelle n 
e nombre maximum. Cela signi�e, qu'après avoir 
hoisi n ve
teursindépendants, si l'on ajoute un ve
teur quel
onque, le système devient dépendant.Un tel système de n ve
teurs indépendants est appelé une base de l'espa
e ve
-toriel E.Ces n ve
teurs indépendants sont appelés des ve
teurs de base. Ils forment unsystème de n ve
teurs qui sera noté sous la forme (e1, e2, ..., en) ou plus brièvement

(ei). Pour rappeler que l'espa
e ve
toriel 
omporte n ve
teurs de base, on le note
En.Le nombre n est appelé la dimension de l'espa
e ve
toriel E. Un espa
e ve
torielde dimension n sera noté En.Exemple - Les trois ve
teurs e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), 
onstituentune base de l'espa
e ve
toriel E3. La dimension de 
et espa
e est égale à trois.1.3.3 Dé
omposition d'un ve
teur sur une baseSoient (e1, e2, e3) une base d'un espa
e ve
toriel En. Le système suivant de (n+1)ve
teurs : (x, e1, e2, ..., en) est formé de ve
teurs linéairement dépendants ; si l'on a :

λ0 x+ λ1 e1 + λ2 e2 + ... + λp ep = 0 (1.29)On peut ainsi dé
omposer sur la base En le ve
teur x qui peut être représentépar une 
ombinaison linéaire des ve
teurs de base :
x = x1 e1 + x2 e2 + ...+ xn en = xi ei (1.30)14



ave
 xi = (−λi/λ0). Cette 
ombinaison est unique, 
ar si l'on avait une autredé
omposition :
x = a1 e1 + a2 e2 + ...+ an en = ai ei (1.31)on en déduirait :

(x1 − a1) e1 + (x2 − a2) e2 + ... + (xn − an) en = (xi − ai) ei = 0 (1.32)Les ve
teurs ei étant indépendants, une telle relation n'est possible que si tous lestermes (xi − ai) sont nuls, don
 si xi = ai, 
e qui 
orrespond à deux dé
ompositionsidentiques.Les nombres xi sont les composantes du ve
teur x par rapport à la base (ei).D'où le théorème suivant : Dans un espa
e ve
toriel En où existe une base
(e1, e2, ..., en), tout ve
teur peut s'exprimer d'une manière et d'une seulepar une 
ombinaison linéaire des ve
teurs formant 
ette base.Exemple 1 - Tout ve
teur x = (a1, a2, a3) de l'espa
e ve
toriel E3 peut être dé
om-posé sur la base e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1). On obtient :

x = (a1, a2, a3) = (a1, 0, 0) + (0, a2, 0) + (0, 0, a3)
= a1(1, 0, 0) + a2(0, 1, 0) + a3(0, 0, 1) = a1 e1 + a2 e2 + a3 e3Dans 
ette base, les 
omposantes du ve
teur sont identiques aux nombres qui�gurent dans le triplet qui dé�nit le ve
teur lui-même. Il n'en est évidemment pasde même lorsque la base est quel
onque.Exemple 2 - L'espa
e ve
toriel des polyn�mes P2(t) de degré 2 admet, par exemple,la base suivante : e1 = 3, e2 = 4t, e3 = 2t2. Tout polyn�me de degré deux sedé
ompose sur 
ette base sous la forme : P2(t) = a1+a2t+a3t2 = c1 e1+c2 e2+c3 e3,ave
 a1 = 3c1, a2 = 4c2, a3 = 2c3.1.3.4 Changement de baseSoient deux bases (e1, e2, e3) et (e′1, e′2, e′3) d'un espa
e ve
toriel En. Chaqueve
teur d'une base peut être dé
omposé sur l'autre base sous la forme suivante :

ei = A′k
i e′k (1.33)

e′k = Ai
k ei (1.34)où l'on utilise la 
onvention de sommation pour i, k = 1, 2..., n.Changement des 
omposantes d'un ve
teur - Un ve
teur x de En peut êtredé
omposé sur 
haque base sous la forme :

x = xi ei = x′k e′k (1.35)15



Cher
hons les relations entre les 
omposantes xi et x′k. Remplaçons les ve
teurs
ei et e′k dans la relation (1.35) par leur expression respe
tive (1.33) et (1.34) ; ilvient :

x = xi ei = xi A′k
i e′k = x′k e′k = x′k Ai

k ei (1.36)Par suite de l'uni
ité de la dé
omposition d'un ve
teur sur une base, on peutégaler les 
oe�
ients des ve
teurs e′k et l'on obtient :
x′k = A′k

i xi (1.37)De même, les 
oe�
ients des ve
teurs ei donnent :
xi = Ai

k x
′k (1.38)Ce sont les formules de 
hangement de base des 
omposantes d'un ve
teur. Onremarque que les 
omposantes d'un ve
teur quel
onque se transforment de façon
ontraire de 
elle des ve
teurs de base (voir (1.33) et (1.34)), les grandeurs A et A′s'é
hangeant. Par suite de 
e genre de transformation, 
es 
omposantes sont appeléesdes 
omposantes 
ontravariantes.Matri
e de 
hangement de base - Les relations (1.33) et (1.34) nous donnent :

ei = A′k
i Aj

k ej (1.39)d'òu :
A′k

i Aj
k = δji (1.40)La matri
e de 
hangement de base A = [A′k

i ] a don
 pour matri
e inverse A−1 =
[Ai

k]. On a la relation : AA−1 = I, où I est la matri
e unité. En vertu de la règledonnant le déterminant du produit des matri
es, on a :
(dét A)(dét A−1) = 1 (1.41)Les déterminants de deux matri
es inverses sont inverses l'un de l'autre.1.4 Produit s
alaire1.4.1 Exemple de produits s
alaires1 : Triplets de nombres - Considérons l'exemple des ve
teurs 
onstitués par dstriplets de nombres. Soit la base de E3 formée des ve
teurs e1 = (1, 0, 0),e2 =

(0, 1, 0),e3 = (0, 0, 1) et deux ve
teurs quel
onques de 
et espa
e ve
toriel dé
om-posés sur 
ette base : x = xi ei et y = yi ei.Par dé�nition, le produit s
alaire des ve
teurs x et y est le nombre, noté x ·y, donnépar :
x · y = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 = xi yi (1.42)16



On véri�e aisément que le produit s
alaire ainsi dé�ni possède les propriétés suiv-antes :1) x · y = y · x ; 2) (x + y) · z = x · z + y · z ; 3) (λx) · y = λ(x · y) ; 4)Pour tout ve
teur donné x, si l'on a x · y = 0 pour tout ve
teur y de E3, alors x = 0.2 : Polyn�mes - Considérons l'espa
e ve
toriel des polyn�mes Pa(x) de degrédeux. On peut dé�nir, par exemple, un produit s
alaire des polyn�mes entre eux parl'intégrale suivante :
Pa(x) · Pb(x) =

∫ +1

−1

Pa(x)Pb(x) dx (1.43)On véri�e aisément qu'un tel produit s
alaire possède également les propriétéspré
�dentes.1.4.2 Dé�nition du produit s
alaireLe produit s
alaire de deux ve
teurs quel
onques est dé�ni de manière généraleà partir de ses propriétés.On appelle produit s
alaire une loi de 
omposition qui, à tout 
ouple, de ve
teurs
x,y d'un espa
e ve
toriel En, asso
ie un nombre réel, souvent noté x · y, et véri�eles axiomes suivants :PS1 - Commutativité : x · y = y · xPS2 - Distributivité par rapport à l'addition ve
torielle : (x+ y)·z = x·z+y ·zPS3 - Asso
iativité ave
 la multipli
ation par un s
alaire : (λx) · y = λ(x · y)PS4 - Si x · y = 0, quelque soit y, alors x = 0Un espa
e ve
toriel sur lequel on a dé�ni un produit s
alaire est appeléun espa
e ve
toriel pré-eu
lidien.1.4.3 Expression générale du produit s
alaireConsidérons un espa
e ve
toriel pré-eu
lidien En rapporté à une base quel
onque(ei). Les ve
teurs de En s'é
rivent sur 
ette base : x = xi ei, y = yj ej. Le produits
alaire, 
ompte tenu des propriétés PS2 et PS3, s'é
rit :

x · y = (xi ei) · (yj ej) = xi yj (ei · ej) = gij x
i yj (1.44)ave
 gij = ei · ej. On obtient don
 l'expression générale du produits
alaire sous la forme :

x · y = gij x
i yj (1.45)
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La donnée des gij 
orrespond à la dé�nition même du produit s
alaireparti
ulier que l'on se donne sur un espa
e ve
toriel. Ces quantités ne peu-vent 
ependant pas être entièrement arbitraires 
ar, ré
iproquement, l'expression(1.45) du produit s
alaire de deux ve
teurs doit véri�er les propriétés PS1 à PS4.Pour satisfaire la propriété de 
ommutativité (PS1), on doit avoir :
x · y = gij x

i yj = y · x = gji y
j xi (1.46)d'òu : gij = gji.D'autre part, la propriété PS4 né
essite que si gij xi yj = 0 pour tous yj, alors ondoit avoir : xi = 0. Or, l'égalité gij xi yj = 0 est véri�ée, pour des valeurs arbitrairesde yj, seulement si l'on a : gij xi = 0. Ce système de n équations à n in
onnues nedevant admettre par hypothèse que la solution xi = 0, il faut et il su�t pour 
elaque le déterminant, noté g, du système soit di�érent de zéro ; on doit don
 avoir :

g = dét [gij] 6= 0 (1.47)1.4.4 Ve
teurs orthogonauxDeux ve
teurs x et y, non nuls, d'un espa
e pré-eu
lidien sont dits orthogonauxentre eux lorsque leur produit s
alaire est nul, soit :
x · y = 0 (1.48)Un système de n ve
teurs xi, tous orthogonaux entre eux, 
onstitue un systèmeorthogonal.Si l'on 
hoisit des ve
teurs orthogonaux linéairement indépendants en nombreégal à la dimension de l'espa
e ve
toriel, 
e système de ve
teurs 
onstitue une basede 
et espa
e. Cette base est appelée une base orthogonale. Nous allons montrerqu'il est toujours possible de déterminer une base orthogonale d'un espa
e ve
torielpré-eu
lidien.Remarque - Dans un espa
e pré-eu
lidien, des ve
teurs orthogonaux peuvent êtrelinéairement dépendants. Considérons par exemple des ve
teurs x = xi ei et y = yj ejd'un espa
e ve
toriel à deux dimensions et dé�nissons leur produit s
alaire par :

x · y = x1 y1 − x2 y2 (1.49)Si l'on 
onsidère, par exemple, les deux ve
teurs x = e1 + e2 et y = α(e1 + e2),qui sont linéairement dépendants, on obtient x ·y = 0. Pour un tel produit s
alaire,les ve
teurs y = α(e1 + e2) sont tels que y · y = 0.
18



1.4.5 Bases orthogonales d'un espa
e ve
toriel pré-eu
lidienLa méthode dite d'orthogonalisation de S
hmidt permet le 
al
ul e�e
tif d'unebase orthogonale pour tout espa
e ve
toriel pré-eu
lidien En.Pour 
ela, 
onsidérons un ensemble de n ve
teurs linéairement indépendants (x1,x2, ...,xn)de En et supposons que l'on ait, pour 
haque ve
teur : xi · xi 6= 0. Cher
hons nve
teurs ei orthogonaux entre eux.Partons de e1 = x1 et 
her
hons e2 orthogonal à e1, sous la forme :
e2 = λ1e1 + x2 (1.50)Le 
oe�
ient λ1 se 
al
ule en é
rivant la relation d'orthogonalité :

e1 · e2 = x1 · (λ1x1 + x2) = 0 (1.51)On en déduit : λ1 = −(x1 · x2)/(x1)
2. Le paramètre λ1 étant déterminé, on ob-tient le ve
teur e2 qui est orthogonal à e1 et non nul puisque le système (e1,x2, ...,xn)est linéairement indépendant.Le ve
teur suivant e3 est 
her
hé sous la forme :

e3 = µ1e1 + µ2e2 + x3 (1.52)Les deux relations d'orthogonalité : e1 ·e2 = 0 et e2 ·e3 = 0, permettent le 
al
uldes 
oe�
ients µ1 et µ2. On obtient :
µ1 = −(e1 · x3)/(e1)

2;µ2 = −(e2 · x3)/(e2)
2 (1.53)
e qui détermine le ve
teur e2 orthogonal à e1 et e2, et non nul puisque le système

(e1, e2,x3, ...,xn) est indépendant. En 
ontinuant le même type de 
al
ul, on obtientde pro
he en pro
he un système de ve
teurs (e1, e2, ..., en) orthogonaux entre eux etdont au
un n'est nul.Dans le 
as où 
ertains ve
teurs seraient tels que xi · xi = 0, on rempla
e xi par
x′

i = xi+λxj en 
hoisissant un ve
teur xj de telle sorte que l'on obtienne x′

i · x′

i 6= 0.On en déduit don
 que tout espa
e ve
toriel pré-eu
lidien admet des bases or-thogonales.Produit s
alaire sur une base orthogonale - Lorsque les ve
teurs de base
(e1, e2, ..., en) d'un espa
e ve
toriel sont orthogonaux, les quantités :

gij = ei · ej (1.54)sont nulles si i 6= j. Le produit s
alaire de deux ve
teurs x et y, dé
omposés sur
ette base, se réduit alors à :
x · y = g11 x

1 y1 + g22 x
2 y2 + ...+ gnn x

n yn (1.55)De manière générale, les quantités gij peuvent être positives ou négatives.19



1.4.6 Norme d'un ve
teurLe produit s
alaire d'un ve
teur x peut permettre de dé�nir la notion de normed'un ve
teur. On a pour le 
arré de la norme :
x · x = gij x

i xj = (norme x)2 = ‖x‖2 (1.56)Les nombres gij dé�nissent en quelque sorte une "mesure" des ve
teurs ; on ditqu'ils 
onstituent la métrique de l'espa
e ve
toriel.Exemple - En géométrie 
lassique, la norme représente la longueur d'un ve
teur(Fig. 1.1). Considérons un plan et des ve
teurs de base e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1),ave
 gij = δij . Soit un ve
teur A = x1 e1 + x2 e2 ; on a :
‖A‖ = (A · A)1/2 = [(x1)2 + (x2)2]1/2 (1.57)

Figure 1.1 � Norme d'un ve
teurSignature d'un espa
e ve
toriel - Dans l'espa
e de la géométrie 
lassique, lanorme est un nombre qui est toujours stri
tement positif et qui ne devient nul que sile ve
teur est égal à zéro. Par 
ontre l'expression (1.56) de la norme d'un ve
teur,peut être éventuellement négative pour des nombres g11, g12, ..., gnn quel
onques. Onpeut don
 distinguer deux genres d'espa
es ve
toriels pré-eu
lidiens selon que lanorme est positive ou non.Considérons une base orthogonale (ei) d'un espa
e pré-eu
lidien En, 
e qui est tou-jours possible. Le 
arré de la norme d'un ve
teur s'é
rit alors, en faisant y = x dansl'expression (1.55) :
(norme x)2 = x · x = g11 (x

1)2 + g22 (x
2)2+, ...,+gnn (x

n)2 (1.58)Les nombres gij pouvant être négatifs ou positifs, la norme d'un ve
teur 
omporteune série de signe + et -, la valeur zéro étant interdite par suite de la relation (1.47) :
g = dét [gij] 6= 0.Le nombre de signes + et de signes - 
onstitue une 
ara
téristique d'un espa
e20



ve
toriel donné En ; elle est appelée la signature de l'espa
e ve
toriel En. Cettesignature est une propriété intrinsèque de l'espa
e En ; elle ne dépend don
 pas dela base 
onsidérée.1.5 Espa
e ve
toriel eu
lidien1.5.1 Dé�nitionsUn espa
e ve
toriel pré-eu
lidien est dit eu
lidien si sa signature ne 
omporteque des signes +.Dans 
e 
as, tous les gij étant stri
tement positifs, la norme d'un ve
teur d'un espa
eve
toriel eu
lidien est un nombre positif ou nul. La ra
ine 
arrée du 
arré s
alaired'un ve
teur x 
onstitue la norme de x ; on a :
norme x = (x · x)1/2 (1.59)En géométrie 
lassique, la norme représente la longueur d'un ve
teur.Les espa
es ve
toriels pré-eu
lidiens dont la signature 
omporte des signes + et -,sont appelés des espa
es improprement eu
lidiens ou en
ore espa
es pseudo-eu
lidiens.1.5.2 Bases orthonorméesConsidérons une base orthogonale (x1,x2, ...,xn) d'un espa
e ve
toriel eu
lidien

En. Divisant 
haque ve
teur xi de 
ette base par sa norme, on obtient un ve
teur eide norme égale à l'unité :
ei =

xi

norme xi

(1.60)On a don
 pour 
es ve
teurs : ei · ej = gij = δij . Les ve
teurs ei sont ditsnormés ; un système de ve
teurs orthogonaux et normés est appelé un systèmeorthonormé. Comme les ve
teurs xi 
onstituent une base de En, les ve
teurs
(e1, e2, ..., en) en forment une base orthonormée.Puisque tout espa
e ve
toriel pré-eu
lidien admet des bases orthogonales, tout es-pa
e ve
toriel eu
lidien admet des bases orthonormées.Produit s
alaire et norme - Le produit s
alaire de deux ve
teurs x = xi ei et
y = yj ej, rapportés à une base orthonormée (ei), 
ompte tenu de l'expression (1.46)et des relations gij = δij, devient :

x · y = δij x
i yj = xi yi (1.61)La norme du ve
teur x s'é
rit alors :

norme x = (xi xi)1/2 (1.62)On obtient la généralisation à n dimensions des formules de la géométrie 
lassiquedonnant le produit s
alaire et la norme d'un ve
teur rapporté à des ve
teurs de base21



orthogonaux de longueur unité.Dans une base orthonormée, les 
omposantes du ve
teur x s'obtiennent en e�e
tuantle produit s
alaire de x par un ve
teur de base ej, soit :
x · ej = (xi ei) · ej = xi δij = xj (1.63)Il n'en est pas de même en général pour une base quel
onque.1.5.3 Composantes 
ontravariantes et 
ovariantesPour un espa
e ve
toriel eu
lidienEn, rapporté à une base quel
onque (e1, e2, ..., en),le produit s
alaire d'un ve
teur x = xi ei par un ve
teur de base ej, s'é
rit :

x · ej = (xi ei) · ej = xi (ei · ej) = xi gij = xj (1.64)Ces produits s
alaires, notés xj , s'appellent les 
omposantes 
ovaraintes, dansla base (ei), du ve
teur x. Ces 
omposantes sont don
 dé�nies par :
xj = x · ej (1.65)Elles seront notées au moyen d'indi
es inférieurs. Nous verrons par la suiteque 
es 
omposantes s'introduisent naturellement pour 
ertains ve
teurs de la physique,par exemple le ve
teur gradient. D'autre part, la notion de 
omposante 
ovarianteest essentielle pour les tenseurs.La relation (1.64) montre que les 
omposantes 
ovariantes xj sont liées aux 
om-posantes xi 
lassiques. Pour les distinguer, 
es dernières sont appelées les 
om-posantes 
ontravariantes du ve
teur x. Les 
omposantes 
ontravariantes sontdon
 des nombres xi tels que :
x = xi ei (1.66)Elles seront notées au moyen d'indi
es supérieurs. L'étude des 
hangementsde base permettra de justi�er l'appellation des di�érentes 
omposantes.Base quel
onque - À titre d'exemple, 
onsidérons deux ve
teurs e1 et e2 de lagéométrie 
lassique ayant des dire
tions quel
onques et des longueurs arbitraires(Fig. 1.2). Soit un ve
teur A = OM ; la parallèle à la droite portant e2 et passantpar M dé�nit le point M ′ tel que : OM′ = x1 e1 ; de même : OM” = x2 e2.On a :

A = x1 e1 + x2 e2 (1.67)Les nombres x1 et x2 sont les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur A. Util-isons l'expression 
lassique du produit s
alaire pour exmprimer les 
omposantes
ovariantes ; il vient :
x1 = A · e1 = ‖A‖ ‖e1‖ 
osα ; x2 = A · e2 = ‖A‖ ‖e2‖ 
osβ (1.68)22



Figure 1.2 � Composantes 
ovariantes et 
ontravariantesSi les ve
teurs de base e1 et e2 ont des normes égales à l'unité, alors les proje
-tions orthogonales m′ et m” du point M représentent les 
omposantes 
ovariantesde A.Base orthonormée - Dans une base orthonormée, les 
omposantes 
ovari-antes et 
ontravariantes sont identiques puisqu'on a :
xj = x · ej = (xi ei) · ej = xi (ei · ej) = xi δij = xj (1.69)Il n'en est pas de même pour une base orthogonale quel
onque.Relations entre 
omposantes - La relation (1.64) donne l'expression des 
om-posantes 
ovariantes en fon
tion des 
omposantes 
ontravariantes, soit :

xj = xi gij (1.70)Inversement, les 
omposantes 
ontravariantes peuvent être 
al
ulées en résolvant,par rapport aux n in
onnues xi, le système de n équations ( (1.70)). C'est un systèmealgébrique dont le déterminant g est di�érent de zéro :
g = dét [gij] 6= 0 (1.71)ainsi qu'on l'a vu pré
édemment ( (1.41)). On obtient un système de Cramerqui admet une solution unique. L'in
onnue xi est égale au quotient de deux déter-minants : le dénominateur est le déterminant g, le numérateur est un déterminantqui se déduit en remplaçant le ième ve
teur 
olonne du déterminant g par le ve
teur
olonne xj du se
ond membre.Notons aij le 
oe�
ient de développement du terme gij dans le déterminant g etposons :

gji = aij/g (1.72)On obtient alors, selon la règle de Cramer :23



xj = gji xi (1.73)Puisque gij = gji, on de même gij = gji ; 
es quantités sont symétriques parrapport à leurs indi
es.1.5.4 Expression du produit s
alaire et de la normeLa 
ombinaison des 
omposantes 
ovariantes et 
ontravariantes permet d'obtenirdes expressions parti
ulièrement simples du produit s
alaire et de la norme dans unebase quel
onque. Dans le produit s
alaire :
x · y = gij x

i yj (1.74)substituons en e�et l'expression (1.70) des 
omposantes 
ovariantes, il vient :
x · y = xj y

j = xi yi (1.75)La norme du ve
teur x s'é
rit :
norme x = (x · x)1/2 = (xi x

i)1/2 (1.76)On peut également exprimer le produit s
alaire en fon
tion des seules 
om-posantes 
ovariantes. Il vient, en substituant dans (1.75) l'expression des 
om-posantes 
ontravariantes (1.73) :
x · y = gji xi y

j (1.77)d'où l'expression de la norme :
norme x = (gji xi xj)

1/2 (1.78)1.5.5 Changement de baseConsidérons deux bases distin
tes (ei) et (e′k) d'un espa
e ve
toriel eu
lidien,liées entre elles par les relations :
(a) ei = A′k

i e′k ; (b) e′k = Ai
k ei (1.79)Soient xi et x′k les 
omposantes 
ontravariantes d'un ve
teur x respe
tivementdans les bases (ei) et (e′k). On a vu pré
édemment les formules de 
hangement debase des 
omposantes données par les relation (1.37) et (1.38), à savoir :

(a) x′k = A′k
i xi ; (b) xi = Ai

k x
′k (1.80)On remarque que les relations de transformation des 
omposantes 
ontravariantessont le 
ontraire de 
elles des ve
teurs de base, les grandeurs A et A′ s'é
hangeant,24



d'où l'appellation de 
es 
omposantes.Soient xi et x′

k les 
omposantes 
ovariantes du ve
teur x respe
tivement sur lesbases (ei) et (ek). Remplaçons les ve
teurs de base, exprimés par les formules (1.79)dans l'expression de dé�nitions des 
omposantes 
ovariantes, il vient :
xi = x · ei = x · (A′k

i e′k) = A′k
i (x · e′k) = A′k

i x′

k (1.81)d'où la relation entre 
omposantes 
ovariantes dans 
haque base :
xi = A′k

i x′

k (1.82)On obtient de même :
x′

k = x · e′k = x · (Ai
k ei) = Ai

k(x · ei) = Ai
k xi (1.83)d'où la relation :

x′

k = Ai
k xi (1.84)On remarque que les 
omposantes 
ovariantes se transforment 
ommeles ve
teurs de base.1.5.6 Bases ré
iproquesSoit une base quel
onque (ei) d'un espa
e ve
toriel eu
lidien En. Par dé�nition,

n ve
teurs ek qui véri�ent les relations suivantes :
ei · ek = δik (1.85)sont appelés les ve
teurs ré
iproques des ve
teurs ei. Ils seront notés ave
des indi
es supérieurs. Chaque ve
teur ré
iproque ek est orthogonal à tous lesve
teurs ei, sauf pour k = i.Base ré
iproque -Montrons que les ve
teurs ré
iproques ek d'une base donnée (ei)sont linéairement idépendants. Pour 
ela, il faut montrer qu'une 
ombinaison linéaire

λk e
k donne un ve
teur nul, λk e

k = 0, si et seulement si 
haque 
oe�
ient λk est nul.Soit x = xi ei un ve
teur quel
onque de En. Multiplions s
alairement par x la
ombinaison linéaire pré
édente λk e
k, on obtient :

(λk e
k) · x = (λk e

k) · (xi ei) = λk x
i(ek · ei) = λk x

i δik = λi x
i = 0 (1.86)Cette dernière égalité devant être véri�ée quels que soient les xi, il est né
essaireque 
haque λi soit nul et les ve
teurs ek sont don
 linéairement indépendants.Le système de n ve
teurs ré
iproques forme don
 une base appelée la base ré-
iproque de l'espa
e ve
toriel En. 25



Exemple - Soit trois ve
teurs e1,e2,e3 formant une base des ve
teurs de la géométrie
lassique. On note v = e1 · (e2∧e3), où le symbole ∧ représente le produit ve
toriel.Les ve
teurs suivants :
e1 =

e2 ∧ e3

v
; e2 =

e3 ∧ e1

v
; e3 =

e1 ∧ e2

v
(1.87)véri�ent les relations (1.85) et 
onstituent le système ré
iproque des ve
teurs

e1,e2,e3. En 
ristallographie, 
e sont les ve
teurs de l'espa
e de Fourier asso
ié.Expression des ve
teurs ré
iproques - Exprimons les ve
teurs de base ei sur labase des ve
teurs ré
iproques, soit :
ei = B′k

i ek (1.88)Multiplions s
alairement par ej, il vient :
ej · ei = gji = ej · (B′k

i ek) = B′k
i (ej · ek) = B′k

i δjk = B′j
i (1.89)d'où :

ei = gik e
k (1.90)Les n équations (1.90) sont analogues aux équations (1.70) et l'on obtient demême :

ek = gik ei (1.91)1.5.7 Dé
omposition d'un ve
teur sur les bases ré
iproquesSoit (ek) une base ré
iproque de (ei) pour un espa
e ve
toriel En. Un ve
teurquel
onque de En peut être dé
omposé sur la base (ek) sous la forme générale :
x = αi ei (1.92)Multiplions s
alairement 
ette expression par ej, on obtient :

x · ej = xj = (αi ei) · ej = αi (e
i · ej) = αiδij = αj (1.93)On obtient don
 :

x = xi e
i (1.94)La dé
omposition pré
édente du ve
teur x montre que les quantités xi sontles 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur x par rapport à la base ré-
iproque (ei).Considérons à présent la dé
omposition de x sur la base (ei), soit :

x = xi ei (1.95)et multiplions s
alairement 
ette dernière expression par ek, il vient :26



x · ek = (xi ei) · ek = xi (ei · ek) = xiδik = xk (1.96)La quantité x · ek représente la 
omposante 
ovariante de x par rapport à la base(ek). Cette 
omposante 
ovariante x · ek est égale à sa 
omposante 
ontravariante
xk sur la base (ei).En 
on
lusion, les bases ré
iproques jouent don
 des r�les stri
tementsymétriques, les 
omposantes 
ontravariantes dans une base devenant 
o-variantes dans la base ré
iproque et vi
e-versa.1.5.8 Produits s
alaires des ve
teurs de baseNous avons utilisé pré
édemment les produits s
alaires des ve
teurs de base quiont été notés :

gij = ei · ej (1.97)Produit s
alaire des ve
teurs ré
iproques -Multiplions s
alairement la relation(1.91) par un ve
teur ej, il vient :
ej · ek = ej · (gik ei) = gik(ej · ei) = gikδji = gjk (1.98)Pour k �xé, les quantités gjk sont les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur eksur la base (ej). Leur valeur est obtenue en e�e
tuant le produit s
alaire des ve
teursré
iproques, soit :

ej · ek = gjk (1.99)Relations entre les produits s
alaires des ve
teurs ré
iproques - Soit unebase (ei) et une nouvelle base (e′k) que l'on 
hoisit égale à la base ré
iproque, soit
e′k = ek. Les formules de 
hangement de base (1.79) s'é
rivent dans le 
as présent :

(a) ei = B′k
i ek ; (b) e′k = ek = Bj

k ej (1.100)Les expressions (1.90) et (1.91) des ve
teurs ré
iproques, nous montre que l'ona dans 
e 
as :
B′k

i = gik ; Bj
k = gkj (1.101)Les n2 relations s
alaires (1.40) entre les éléments des matri
es de 
hangementde base, nous permettent alors d'é
rire :

gik g
kj = δij (1.102)Ces n2 équations permettent de 
al
uler les quantités gik en fon
tion des gkj etré
iproquement. Si l'on note gji le produit s
alaire de deux ve
teurs ré
iproques, ona :

gji = ei · ej = δij (1.103)27



Les relations (1.102) et (1.103) nous donnent alors :
gik g

kj = gji (1.104)Nous allons voir par la suite que les di�érentes quantités dé�nies par les produitss
alaires des ve
teurs de base ou des ve
teurs ré
iproques 
onstituent les 
omposantesd'un tenseur.1.6 Exer
i
es résolusExer
i
e 1.1Utiliser la 
onvention de sommation pour é
rire les expressions qui suivent ; pré-
iser la valeur de n dans 
haque 
as ainsi que les indi
es muets et libres.1. bj1 x1 + bj2 x2 + bj3 x3 = 62. b11 d11 + b12 d12 + b13 d13 + b14 d14 = CSolutions1. L'indi
e j est un indi
e libre ; notons k l'indi
e muet, il vient :
bjk xk = 6 ; n = 32. Les premiers indi
es, notés 1 des quantités b et d sont libres ; notons j l'indi
ede sommation, il vient :
b1j d1j = C ; n = 4Exer
i
e 1.2Pour n = 3, é
rire expli
itementl'expression Mijk B

ij .SolutionsL'indi
e k est un indi
e libre ; on a deux indi
es de sommation i et j et le nombrede termes obtenus doit être égal à 32 = 9.
M ij

ijk = M1jk B
1j +M2jk B

2j +M3jk B
3j

= M11k B
11 +M12k B

12 +M13k B
13 +M21k B

21 +M22k B
22 +M23k B

23

+ M31k B
31 +M32k B

32 +M33k B
33Exer
i
e 1.3Démontrer les identités suivantes :1. aij xi xj = aji xi xj2. (aik − aki) xi xk = 0 28



Solutions1. E�e
tuons un 
hangement des indi
es muets en 
hangeant i en j et j en i, ilvient :
aij xi xj = aji xj xi = aji xi xj2.

(aik − aki) xi xk = aik xi xk − aki xi xkUtilisant le résultat pré
édent aij xi xj = aji xi xj , il vient :
aik xi xk = aki xi xkd'où (aik − aki) xi xk = 0Exer
i
e 1.4Démontrer qu'un déterminant d'ordre trois peut s'é
rire sous la forme :dét[aijk] = ǫijk a1i a2j a3kSolutionsDéveloppons l'expression, il vient :

ǫijk a1i a2j a3k = ǫ1jk a11 a2j a3k + ǫ2jk a12 a2j a3k + ǫ3jk a13 a2j a3k
= a11 (ǫ

1jk a2j a3k) + a12 (ǫ
2jk a2j a3k) + a13 (ǫ

3jk a2j a3k)Les termes entre parenthèses sont les déterminants d'ordre deux. Le symboled'antisymétrie ǫ1jk a pour valeur :
ǫ111 = ǫ112 = ǫ113 = ǫ121 = ǫ122 = ǫ131 = ǫ133 = 0 ; ǫ123 = 1 ; ǫ132 = −1d'òu :

ǫ1jk a2j a3k = a22 a33 − a23 a32 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣On obtient de même :
ǫ2jk a2j a3k = a23 a31 − a21 a33 ; ǫ3jk a2j a3k = a21 a32 − a22 a31Regroupons ave
 le développement du début, on obtient :
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ǫijk a1i a2j a3k = a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− a12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23

a31 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a13

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22

a31 a32

∣

∣

∣

∣

∣

∣C'est l'expression du développement selon sa première ligne d'un déterminantd'ordre trois.Exer
i
e 1.5Considérons les ve
teurs de base de E3 :
e1 = (a, 0, 0) ; e2 = (b, c, 0) ; e3 = (0, 0, d)1. Démontrer que 
es ve
teurs sont linéairement indépendants.2. Cal
uler la dé
omposition d'un ve
teur donné : X = (A,B,C) sur la base{e1, e2, e3}.Solutions1. É
rivons une 
ombinaison linéaire des ve
teurs e1,e2,e3 égale au ve
teur nul,soit :

λ1 e1 + λ2 e2 + λ3 e3 = λ1 (a, 0, 0) + λ2 (b, c, 0) + λ3 (0, 0, d) = (0, 0, 0)On en déduit : λ2 = λ3 = 0, d'où λ1 = 0Ces trois ve
teurs sont linéairement indépendants et forment une base de E3.2. Cher
hons une dé
omposition du ve
teur X = (A,B,C) sous la forme :
X = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3É
rivons 
ette dé
omposition sous la forme suivante :

X = x1 (a, 0, 0) + x2 (b, c, 0) + x3 (0, 0, d) = (A,B,C)Identi�ant les nombres 
orrespondants entre eux, il vient :
x1 a+ x2 b = A ; x2 c = B ; x3 d = Cd'où les valeurs des 
omposantes :
x1 =

cA− bB

ac
; x2 =

B

c
; x3 =

C

d
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Exer
i
e 1.6On 
onsidère trois ve
teurs de E3 :
A = (1, 1, 1) ; B = (0, 1, 1) ; C = (0, 0, 1)1. Montrer que 
es trois ve
teurs sont linéairement indépendants.2. Déterminer une base orthogonale de E3 en utilisant le pro
édé d'orthogonal-isation de S
hmidt.Solutions1. Les ve
teurs A, B, C sont linéairement indépendants si le déterminant ayantpour éléments les 
omposantes des ve
teurs est di�érent de zéro. Le détermi-nant étant égal à un, A, B, C sont des ve
teurs indépendants.2. Cher
hons trois ve
teurs e1, e2, e3 pour 
onstruire une base orthogonale de

E3. Posons : e1 = A et 
her
hons e2 sous la forme : e2 = α e1+B. Le 
oe�
ient
α se 
al
ule en é
rivant la relation d'orthogonalité :

e1 · e2 = A · (αA+B) = 0On obtient :
α = −A · B

A · A = −2

3Le ve
teur e2 est égal à : e2 = −2

3
A+B = (−2

3
,
1

3
,
1

3
)Le ve
teur e3 est 
her
hé sous la forme : e3 = β e1 + γ e2 + C. É
rivons lesdeux relations d'orthogonalité :

e1 · e3 = e1 · (β e1 + γ e2 +C) = 0 ; e2 · e3 = e2 · (β e1 + γ e2 +C) = 0On obtient :
e3 = −1

3
e1 −

1

2
e2 +C = (0,−1

2
,
1

2
)Exer
i
e 1.7Soient deux ve
teurs de E3 :

A = (a1, a2, a3) ; B = (b1, b2, b3)et une base de E3 dé�nie par : {e1 = (1, 1, 1), e2 = (0, 1, 1), e3 = (0, 0, 1)}1. Déterminer les 
omposantes 
ontravariantes de A et B.31



2. Déterminer les 
omposantes 
ovariantes de A et B à l'aide de deux manièresdi�érentes.3. On 
onsidère les deux ve
teurs parti
uliers : A = (4, 1, 2) ; B = (1, 3, 5)Cal
uler les valeurs numériques des 
omposantes 
ontravariantes et 
ovariantesdes ve
teurs A et B.4. Cal
uler le produit s
alaire des ve
teurs A et B à l'aide des 
omposantes
ontravariantes et 
ovariantes.Solutions1. Les ve
teurs A et B se dé
omposent sur la base donnée selon la méthode del'exer
i
e 1.5 ; on obtient :
A = a1 e1 + (a2 − a1) e2 + (a3 − a2) e3

= x1 e1 + x2 e2 + x3 e3

B = b1 e1 + (b2 − b1) e2 + (b3 − b2) e3

= y1 e1 + y2 e2 + y3 e3Par dé�nition, les 
omposantes 
ontravariantes sont les nombres que multi-plient les ve
teurs de base. On a :
x1 = a1 ; x2 = a2 − a1 ; x3 = a3 − a2

y1 = b1 ; y2 = b2 − b1 ; y3 = b3 − b22. Les 
omposantes 
ovariantes xj d'un ve
teur A sont, par dé�nition, les pro-duits s
alaires de A par 
ha
un des ve
teurs de base, soit :
xj = A · ej = (x1 e1 + x2 e2 + x3 e3) · ej

= x1 (e1 · ej) + x2 (e2 · ej) + x3 (e3 · ej)

= x1 g1j + x2 g2j + x3 g3jLes quantités gij sont égales à gij = ei · ej, soit :
g11 = 3 ; g12 = g21 = 2 ; g13 = g31 = 1

g22 = 2 ; g23 = g32 = 1 ; g33 = 1Les 
omposantes 
ovariantes sont don
 :32



Ve
teur A :
x1 =a1 g11 + (a2 − a1) g21 + (a3 − a2) g31 = a1 + a2 + a3

x2 =a1 g12 + (a2 − a1) g22 + (a3 − a2) g32 = a2 + a3Ve
teur B :
y1 =b1 g11 + (b2 − b1) g21 + (b3 − b2) g31 = b1 + b2 + b3

y2 =b1 g12 + (b2 − b1) g22 + (b3 − b2) g32 = b2 + b3On peut également utiliser les expressions de dé�nition des ve
teurs pour 
al-
uler les 
omposantes 
ovariantes. On a :Ve
teur A :
x1 =A · e1 = (a1, a2, a3) · (1, 1, 1) = a1 + a2 + a3

x2 =A · e2 = (a1, a2, a3) · (0, 1, 1) = a2 + a3

x3 =A · e3 = a3Ve
teur B :
y1 =B · e1 = (b1, b2, b3) · (1, 1, 1) = b1 + b2 + b3

y2 =B · e2 = (b1, b2, b3) · (0, 1, 1) = b2 + b3

y3 =B · e3 = b33. A = (4, 1, 2) ; B = (1, 3, 5).Composantes 
ontravariantes :Ve
teur A : x1 = 4 ; x2 = −3 ; x3 = 1Ve
teur B : y1 = 1 ; y2 = 2 ; y3 = 2Composantes 
ovariantes :Ve
teur A : x1 = 7 ; x2 = 3 ; x3 = 1Ve
teur B : y1 = 9 ; y2 = 8 ; y3 = 533



4. La formule (1.75) donne l'expression du produit s
alaire sous la forme :
A · B = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 = 17Exer
i
e 1.8Soient deux systèmes de ve
teurs ré
iproques, notés {e1, e2, e3} et {e1, e2, e3}.Partant de la dé�nition des ve
teurs ré
iproques : ei · ej = δij ,1. Démontrer qu'on a :

e1 =
e2 × e3

V
; e2 =

e3 × e1

V
; e3 =

e1 × e2

V
ave
 V = e1 · (e2 × e3)2. Démontrer qu'on a inversement :

e1 =
e2 × e3

V
; e2 =

e3 × e1

V
; e3 =

e1 × e2

V
ave
 V ′ = e1 · (e2 × e3)Solutions1. Des ve
teurs ré
iproques sont tels que : ei · ej = δij . En parti
ulier, e1 estorthogonal à e2 et e3 et par suite on peut é
rire : e1 = λ (e2 × e3)D'autre part : e1 · e1 = λ e1 · (e2 × e3) = 1d'où : λ =

1

e1 · (e2 × e3)
; e1 =

(e2 × e3)

e1 · (e2 × e3)On obtient de même :
e2 =

(e3 × e1)

e1 · (e2 × e3)
; e3 =

(e1 × e2)

e1 · (e2 × e3)2. La démonstration de l'expression des ve
teurs ei en fon
tion des ve
teursré
iproques ej est identique à la démonstration pré
édente en intervertissantle r�le des ve
teurs ei et ej. Les bases ré
iproques ont des r�les symétriquesl'une par rapport à l'autre.Exer
i
e 1.9On 
onsidère trois ve
teurs formant une base orthogonale de E3 :
e1 = (a, 0, 0) ; , e2 = (0, b, 0), ; , e3 = (0, 0, c)1. Déterminer la base ré
iproque, notée {e1, e2, e3}, de la base pré
édente.2. Comparer les normes des ve
teurs de 
haque base34



3. Considérons une base orthonormée : e1 = (1, 0, 0) ; e2 = (0, 1, 0) ;
e3 = (0, 0, 1)Déterminer la base ré
iproque.Solutions1. Les ve
teurs ej de la base ré
iproque sont tels que :

ei · ej = δijCher
hons les ve
teurs ej sous la forme : ej = (xj , yj, zj) ; la relation pré
édentenous donne :
e1 · e1 = (a, 0, 0) · (x1, y1, z1) = a x1 = 1;

e1 · e2 = (a, 0, 0) · (x2, y2, z2) = a x2 = 0; et
Les ve
teurs ej de la base ré
iproque sont :
e1 = (

1

a
, 0, 0) ; e2 = (0,

1

b
, 0) ; e3 = (0, 0,

1

c
)2. Les ve
teurs de la base {ei} ont pour norme :

||e1|| = a ; ||e2|| = b ; ||e3|| = cCeux de la base ré
iproque ont pour norme les inverses des grandeurs pré
é-dentes :
||e1|| = 1

a
=

1

||e1||
; ||e2|| = 1

b
=

1

||e2||
; ||e3|| = 1

c
=

1

||e3||3. Pour une base orthonormée, les ve
teurs de la base ré
iproque sont égaux auxve
teurs de la base.Exer
i
e 1.10On 
onsidère dans un plan , un sytème d'axes orthogonaux portant les ve
teurs
e1 et e2 de longueur unité (Fig. 1.3). Une rotation des axes dans le plan d'un angle
α, transforme 
es ve
teurs respe
tivement en e′1 et e′2.1. Déterminer les expressions de e′1 et e′3 sur la base {e1,e2} et é
rire les expres-sions des Ai

k.2. Faire de même pour e1 et e2 sur la base {e′1,e′2} et déterminer les A′i
k .3. Soient x1 et x2 les 
omposantes du ve
teur OM sur la base {e1,e2} et x′1,x′2sur la base {e′1,e′2}. Déterminer x1 et x2 en fon
tion de x′1,x′2 et inversement.35



Figure 1.3.Solutions1. Les 
omposants de e′1 sont égales à ses proje
tions sur les axes portant e1 et
e2 ; de même pour e′2 (Fig.(1.3)). On a don
 :

e′1 = 
osα e1 + sinα e2

e′2 = −sinα e1 + 
osα e2On obtient :
A1

1 = 
osα ; A2
1 = sinα ; A1

2 = −sinα ; A2
2 = 
osα2. Un raisonnement géométrique dire
t (ou l'inversion des relations pré
édentes)nous donne :

e1 = 
osα e′1 − sinα e′2

e2 = sinα e′1 + 
osα e′2On obtient :
A′1

1 = 
osα ; A′2
1 = −sinα ; A

′1
2 = sinα ; A′2

2 = 
osα3. On peut utiliser les formules de 
hangement de base (1.37) et (1.38) maisnous allons les établir dire
tement. Le ve
teur OM s'é
rit :
OM = x1 e1 + x2 e2 = (x1 
osα + x2 sinα) e′1 + (−x1 sinα+ x2 
osα) e′2

= x′1 e′1 + x′2 e′236



Identi�ant les 
omposantes entre elles, il vient :
x′1 = x1 
osα + x2 sinα ; ; x′2 = −x1 sinα + x2 
osαUn 
al
ul similaire nous donne :
x1 = x′1 
osα− x′2 sinα ; ; x2 = x′1 sinα + x′2 
osαVéri�ons la formule (1.37), par exemple, on a : x′k = A′k

i xi soit :
x′1 = x1A′1

1 + x2 A′1
2 = x1 
osα + x2 sinα

x′2 = x1 A′2
1 + x2 A′2

2 = −x1 sinα + x2 
osα
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Chapitre 2Exemples de tenseurs eu
lidiensOn donne, dans 
e 
hapitre, divers exemples de tenseurs utilisés en physique, a�nde se familiariser ave
 des êtres mathématiques nouveaux. Traitant de 
as parti
-uliers, sans dé�nition ni théorie générale des tenseurs, on se limite à 
ertains aspe
tsdes tenseurs qui seront dé�nis et étudiés au 
ours du 
hapitre suivant.La généralisation de la notion de ve
teur nous a 
onduit à l'étude des espa
es ve
to-riels à n dimensions. Les tenseurs sont également des ve
teurs de dimension quel
on-ques mais qui possèdent des propriétés supplémentaires par rapport aux ve
teurs.Ces propriétés résultent du fait que les tenseurs sont 
réés à partir d'autres ve
teurs.Pour le physi
ien, le 
al
ul tensoriel s'intéresse en premier lieu à la manière dont les
omposantes des tenseurs se transforment lors d'un 
hangement de base des espa
esve
toriels dont ils sont issus. Nous 
ommen
erons don
 par étudier 
es propriétésvis-à-vis des 
hangements de base. On se limite dans 
e 
hapitre aux ve
teurs et auxtenseurs eu
lidiens.2.1 Changement de baseUn tenseur est, en pratique, souvent uniquement dé�ni et utilisé sous la formede ses 
omposantes. Ces dernières peuvent être exprimées sous forme 
ovariante ou
ontravariante 
omme pour tout ve
teur. Mais un nouveau type de 
omposantesva apparaître pour les tenseurs, 
e sont les 
omposantes mixtes. Ces trois types de
omposantes 
onstituent des dé
ompositions des tenseurs eu
lidiens sur des basesdi�érentes.2.1.1 Composantes 
ovariantes du tenseur fondamentalAu 
ours du 
hapitre pré
édent, nous avons utilisé les quantités gij, dé�nies àpartir du produit s
alaire des ve
teurs de base ei d'un espa
e ve
toriel pré-eu
lidien
En à n dimensions, par :

gij = ei · ej (2.1)Ces n2 quantités 
onstituent les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur appelé letenseur fondamental ou tenseur métrique.38



Exemple - Considérons des ve
teurs de base de l'espa
e ve
toriel E3 des triplets denombres : e1 = (2, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 3). Dé�nissons un produit s
alairedes ve
teurs de base en 
hoisissant, par exemple, les valeurs suivantes :
g11 = 4, g22 = 1, g33 = 9, gij = 0 si i 6= j (2.2)Ces valeurs satisfont bien aux propriétés axiomatiques d'un produit s
alaire.Ainsi qu'on le verra au 
hapitre suivant, les tenseurs sont des ve
teurs ayant despropriétés parti
ulières. On pourrait don
 é
rire le tenseur fondamental sous la forme
lassique d'un ve
teur, noté g, dont les 
omposantes seraient ordonnées en une ligne,à savoir :

g = [g11, g12, g13, g21, g22, g23, g31, g32, g33] = [4, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 9] (2.3)Cependant, on 
lasse généralement les 
omposantes des tenseurs sous forme d'untableau ordonné, soit dans le 
as présent :
[gij] = g =





g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33



 =





4 0 0
0 1 0
0 0 9



 (2.4)Ce tableau 
onstitue la matri
e du tenseur.Changement de base - Étudions 
omment varient les quantités gij lorsque l'one�e
tue un 
hangement de base de l'espa
e ve
toriel En. Soit e′k une autre base liéeà la pré
édente par :
(a) ei = A′k

i e′k ; (b) e′k = Ai
k ei (2.5)Substituant la relation (2.5)(a) dans l'expression de gij donnée par (2.1), ilvient :

gij = (A′k
i e′k) · (A′l

j e
′

l) = (A′k
i A′l

j )(e
′

k · e′l) (2.6)Dans la nouvelle base e′k, les produits s
alaires des ve
teurs de base sont desquantités telles que :
g′kl = e′k · e′l (2.7)qui apparaissent dans la relation (2.6). On a don
 �nalement pour l'expressiondes 
omposantes 
ovariantes gij lors d'un 
hangement de base :

gij = (A′k
i A′l

j ) g
′

kl (2.8)Rappro
hons 
ette dernière relation de la formule de transformation des 
om-posantes 
ovariantes d'un ve
teur x de En, donnée par l'expression (1.82), àsavoir :
xi = A′k

i x′

k (2.9)39



Les 
omposantes 
ovariantes gij du tenseur fondamental ne se trans-forment plus 
omme les 
omposantes 
ovariantes d'un ve
teur mais enfaisant intervenir le produit des quantités A′k
i .Substituons à présent la relation (2.5)(b) dans l'expression (2.7), il vient :

g′ij = Ak
i A

l
j gkl (2.10)Rappro
hons également 
ette dernière relation de l'expression (1.84) donnant le
hangement des 
omposantes 
ovariantes d'un ve
teur x, à savoir :

x′

k = Ai
k xi (2.11)Là également 
e sont les produits des quantités Ai

k qui interviennent dans laformule de 
hangement de base des 
omposantes 
ovariantes du tenseur alors queles 
omposantes 
ovariantes d'un ve
teur se transforment à partir des quantités Ai
k.De manière générale, une suite de n2 quntités tij qui se transforment, lors d'un
hangement de base de En, selon les relations (2.8) et (2.10), à savoir :

(a) tij = (A′k
i A′l

j ) t
′

kl ; (b) t′kl = Ai
k A

j
l tij (2.12)
onstituent, par dé�nition, les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur d'or-dre deux sur En.2.1.2 Produit tensoriel de deux ve
teursComposantes 
ontravariantes - Considérons un espa
e ve
toriel eu
lidien En debase (ei) et soient deux ve
teurs de En : x = xi ei et y = yj ej. Formons les produitsdeux à deux des 
omposantes xi et yj, soit :

uij = xi yj (2.13)On obtient ainsi n2 quantités qui 
onstituent les 
omposantes 
ontravari-antes d'un tenseur d'ordre deux appelé le produit tensoriel du ve
teur
x par le ve
teur y. Étudions les propriétés de 
hangement de base de ses 
om-posantes. Utilisons pour 
ela les formules de 
hangement de base des 
omposantes
ontravariantes d'un ve
teur donné par (1.80), à savoir

(a) xi = Ai
k x

′k ; (b) x′k = A′k
i xi (2.14)Remplaçons dans la relation (2.13) les 
omposantes xi et yj par leur expression(2.14)(a), il vient :

uij = xi yj = (Ai
k x

′k)(Aj
l y

′l) = Ai
k A

j
l (x

′k y′l) = Ai
k A

j
l u

′kl (2.15)Les quantités u′kl sont les nouvelles 
omposantes :
u′kl = x′k y′l (2.16)La formule de transformation des n2 quantités uij lors d'un 
hangement de basede En est don
 �nalement : 40



uij = Ai
k A

j
l u

′kl (2.17)Une telle relation de 
hangement de base 
ara
térise les 
omposantes 
ontravari-antes d'un tenseur d'ordre deux.On obtient de même les nouvelles 
omposantes 
ontravariantes en fon
tion des an-
iennes en substituant la relation (2.14)(b) dans l'expression (2.16), soit :
u′kl = A′k

i A′l
j u

ij (2.18)De manière générale, un ensemble de n2 quantités uij qui se transforment, lorsd'un 
hangement de base de En, selon les relations (2.17) et (2.18) 
onstituent, pardé�nition, les 
omposantes 
ontravariantes d'un tenseur d'ordre deux.Composantes 
ovariantes - On peut former de même les produits deux à deuxdes 
omposantes 
ovariantes xi et yi des ve
teurs x et y, soit :
uij = xi yj (2.19)Les formules de 
hangement de base des 
omposantes 
ovariantes des ve
teurssont données par (1.82) et (1.84), à savoir :

(a) xi = A′k
i x′

k ; (b) x′

k = Ai
k xi (2.20)Substituons la relation (2.20)(a) dans le produit (2.19), il vient :

uij = (A′k
i x′

k) (A
′l
j y

′

l) = A′k
i A′l

j (x
′

k y
′

l) = A′k
i A′l

j u
′

kl (2.21)C'est la formule (2.12)(a) de 
hangement de base des 
omposantes 
ovariantesd'un tenseur d'ordre deux. On véri�e de même que l'on a :
u′

kl = Ai
k A

j
l uij (2.22)en substituant la relation (2.20)(b) dans le produit : u′

kl = x′

k y
′

l.Les n2 quantités uij 
onstituent les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseurd'ordre deux. On verra par la suite que 
e sont les 
omposantes 
ovariantes duproduit tensoriel de x par y dont les 
omposantes 
ontravariantes sont données parla relation (2.13).Composantes mixtes - Formons à présent n2 quntités en multipliant deux à deuxles 
omposantes 
ovariantes du ve
teur x par les 
omposantes 
ontravariantes de y,on obtient :
uj
i = xi y

j (2.23)E�e
tuons un 
hangement de base dans 
ette dernière relation en tenant 
omptedes expressions (2.20)(a) et (2.14)(a), on obtient :
uj
i = (A′k

i x′

k) (A
j
l y

′l) = (A′k
i Aj

l ) x
′

k y
′l (2.24)ave
 u′l

k = x′

k y
′l, on obtient la relation :41



uj
i = (A′k

i Aj
l ) u

′l
k (2.25)Cette relation de 
hangement de base 
ara
térise les 
omposantes mixtesd'un tenseur d'ordre deux. Inversement, on peut véri�er que l'on a :

u′l
k = (Ai

k A
′l
j ) u

j
i (2.26)Ces 
omposantes mixtes 
onstituent également des 
omposantes du produit ten-soriel de x par y, selon une 
ertaine base.De manière générale, une suite de n2 quantités uj

i qui se transforment, lors d'un
hangement de base de En, selon les relations (2.25) et (2.26) 
onstituent, pardé�nition, les 
omposantes mixtes d'un tenseur d'ordre deux.Toutes les 
omposantes d'un tenseur, 
ovariantes, 
ontravariantes et mixtes, sontliées entre elles, par des relations que l'on déterminera au 
hapitre suivant, et elles
onstituent la dé
omposition d'un tenseur sur di�érentes bases.2.2 Propriétés de 
hangement de base2.2.1 Tenseur d'ordre deuxRegroupons les propriétés de 
hangement de base des 
omposantes d'un tenseurd'ordre deux. Soit un espa
e ve
toriel eu
lidien En, ayant pour bases (ei) et (e′k)liées par les relations :
(a) ei = A′k

i e′k ; (b) e′k = Ai
k ei (2.27)On suppose que l'on se donne une suite de n2 quantités tij qui se transforment,lors d'un 
hangement de base de En, selon les relations suivantes :

(a) tij = (A′k
i A′l

j ) t
′

kl ; (b) t′kl = Ai
k A

j
l tij (2.28)Par dé�nition, si n2 quantités se transforment selon les relations (2.28),elles 
onstituent les 
omposantes 
ovaraintes d'un tenseur d'ordre deux.Lorsque n2 quantités tij se transforment lors d'un 
hangement de base de En selonles relations suivantes :

(a) tij = Ai
k A

j
l t

′kl ; (b) t′kl = A′k
i A′l

j t
ij (2.29)
es n2 quantités 
onstituent, par dé�nition, les 
omposantes 
ontravari-antes d'un tenseur d'ordre deux.En�n lorsque n2 quantités tji se transforment lors d'un 
hangement de base de

En selon les relations :
(a) tji = (A′k

i Aj
l ) t

′l
k ; (b) t′lk = (Ai

k A
′l
j ) t

j
i (2.30)
es quantités sont, par dé�nition, les 
omposantes mixtes d'un tenseurd'ordre deux. 42



Nous allons par la suite pouvoir identi�er di�érents types de 
omposantes d'untenseur d'ordre deux en mettant en éviden
e leurs propriétés de 
hangement de base.2.2.2 Combinaisons linéaires de tenseursCombinaisons de produits tensoriels : On peut former des 
omposantes d'autrestenseurs en 
ombinant entre elles les 
omposantes de di�érents produits tensorielsdé�nis à l'aide des ve
teurs d'un même espa
e ve
toriel. Considérons par exemple les
omposantes 
ontravariantes des produits tensoriels des ve
teurs x, y et des ve
teurs
w, z, soit :

uij = xi yj ; vij = wi zj (2.31)Formons les quantités suivantes :
tij = uij + λ vij (2.32)Les n2 quantités tij véri�ent également les formules générales de 
hangementde base. On a en e�et, en substituant la relation (2.17) de transformation des
omposantes 
ontravariantes d'un produit tensoriel dans l'expression (2.32) :

tij = (Ai
k A

j
l u

′kl) + λ (Ai
k A

j
l v

′kl) = Ai
k A

j
l t

′kl (2.33)ave
 t′kl = u′kl + λ v′kl.Les n2 quantités tij , véri�ant la relation de 
hangement de base, 
onstituent don
également des 
omposantes 
ontravariantes d'un tenseur d'ordre deux. On verra parla suite que les tij , s'ils 
onstituent bien les 
omposantes d'un tenseur, ne formentpas né
essairement les 
omposantes d'un produit tensoriel de deux ve
teurs.On véri�erait de même, pour des 
ombinaisons linéaires de 
omposantes 
ovariantesou mixtes, les autres formules de 
hangement de base. Par suite, toute 
ombinaisonlinéaire de produits tensoriels de deux ve
teurs satisfait aux formules de 
hangementde base des tenseurs d'ordre deux.Combinaisons de tenseurs - Considérons n2 quantités uij et n2 quantités vij
onstituant respe
tivement les 
omposantes 
ovariantes de deux tenseurs distin
tsformés à partir des ve
teurs d'un même espa
e ve
toriel En. Toute 
ombinaisonlinéaire de la forme :
tij = uij + λ vij (2.34)véri�e également les formules de 
hangement de base (2.28), la démonstrationétant la même que pour les produits tensoriels. Il en est de même pour des 
om-posantes 
ontravariantes et mixtes. On peut également 
ombiner linéairement plusde deux tenseurs et on obtiendra toujours des 
ombinaisons de 
omposantes quivéri�ent les formules de 
hangement de base.Par suite, toute 
ombinaison linéaire de 
omposantes de tenseurs donne des 
om-posantes de nouveaux tenseurs. 43



2.2.3 Tenseur d'ordre troisProduit tensoriel de plusieurs ve
teurs : On peut utiliser un nombre quel-
onque de ve
teurs pour réaliser des produits tensoriels. Considérons par exempletrois ve
teurs de En : x = xi ei, y = yj ej, z = zk ek et e�e
tuons tous les produitsentre leurs 
omposantes 
ontravariantes tels que :
uijk = xi yj zk (2.35)Ces n3 quantités 
onstituent les 
omposantes 
ontravariantes du produit tensorieldes ve
teurs x, y et z. Ce produit tensoriel est un tenseur d'ordre trois. Après un
hangement de base de En, on obtient les relations suivantes entre les an
iennes
omposantes 
ontravariantes uijk et les nouvelles u′lmp :

uijk = Ai
l A

j
m Ak

p u
′lmp (2.36)ave
 u′lmp = x′l y′m z′p. Cette formule est obtenue par des substitutions analoguesà 
elles e�e
tuées pré
édemment pour les produits tensoriels de deux ve
teurs. Ellegénéralise la formule (2.29)(a).On peut 
al
uler de même les 
omposantes 
ovariantes uijk du produit tensoriel desve
teurs x, y, z, à partir de leurs 
omposantes 
ovariantes, soit :

uijk = xi yj zk (2.37)On obtient la formule de 
hangement de base suivante pour les 
omposantes
ovariantes :
uijk = A′l

i A
′m
j A′p

k u′

lmp (2.38)formule qui généralise la relation (2.28)(a).En�n, on obtient un ensemble de diverses 
omposantes mixtes en 
ombinant les
omposantes 
ovariantes et 
ontravariantes des ve
teurs x, y, z. On peut former parexemple les n3 quantités :
ui
jk = xi yj zk (2.39)La formule de 
hangement de base est donnée, ainsi qu'on le véri�e en e�e
tuantles substitutions données par (2.20), par :

ui
jk = Ai

l A
′m
j A′p

k u′l
mp (2.40)Changement de base des tenseurs d'ordre trois - Prenons l'exemple des 
om-posantes mixtes tijk d'un tenseur d'ordre trois. Si l'on se donne n3 quantités notées

tijk asso
iées à un espa
e ve
toriel En, qui se transforment lors d'un 
hangement debase de En selon les relations suivantes :
(a) ui

jk = Ai
l A

′m
j A′p

k u′l
mp ; (b) u′l

mp = A′l
i A

j
mAk

p u
i
jk (2.41)
es n3 quantités 
onstituent, par dé�nition, les 
omposantes mixtes d'un tenseurd'ordre trois. Les formules (2.36) et (2.38) servent de même à 
ara
tériser respe
-tivement les 
omposantes 
ontravariantes et 
ovariantes des tenseurs d'ordre trois.44



Ainsi qu'on le voit, 
es formules généralisent 
elles qui servent à dé�nir les 
om-posantes des tenseurs d'ordre deux.Les relations pré
édentes font apparaître la règle générale des formules de 
hange-ment de base des 
omposantes d'un tenseur. Selon la varian
e des indi
es de 
es
omposantes, on utilisera les quantités A ou A′ qui dé�nissent le 
hangement debase des ve
teurs de En.On verra par la suite que les di�érentes 
omposantes d'un tenseur eu
lidien se 
al-
ulent les unes en fon
tions des autres et 
onstituent les di�érentes dé
ompositionsd'un tenseur sur des bases di�érentes.2.3 Exemples de tenseurs en Physique2.3.1 Tenseur d'inertieOn donne quelques exemples de tenseurs usuels en Physique. Cal
ulons le mo-ment d'inertie d'une masse pon
tuelle m, située en un point M(x, y, z) par rapportà une droite ∆ passant par l'origine d'un référentiel 
artésien Oxyz dont les ve
teursde base sont orthonormés. Dans un tel référentiel, les 
omposantes 
ontravariantessont identiques aux 
omposantes 
ovariantes. Le moment d'inertie de 
ette masse,située à la distan
e d de la droite ∆, est :
M = md2 (2.42)Soient a1, a2, a3, les 
osinus dire
teurs de la droite ∆ par rapport respe
tivementaux axes Ox, Oy et Oz. On a :

d2 = (x2 + y2 + z2)− (a1x+ a2y + a3z)
2

= x2(1− a21) + y2(1− a22) + z2(1− a23)− 2a1a2xy − 2a1a3zx − 2a2a3yz(2.43)Produit tensoriel du ve
teur OM ave
 lui-même - On voit apparaître dans
ette dernière relation les 
omposantes du produit tensoriel du ve
teur r = OM, de
omposantes x, y, z, ave
 lui-même. Le moment d'inertie peut don
 s'exprimer enfon
tion des 
omposantes de 
e produit tensoriel.Pour 
ela, introduisons les notations suivantes : x1 = x, x2 = y, x3 = z, et notons
rij les 
omposantes du produit tensoriel du ve
teur r ave
 lui-même, soit :

rij = xi yj (2.44)ave
 i, j = 1, 2, 3. En ordonnant ses 
omposantes sous la forme d'un tableau, onobtient pour 
e produit tensoriel :
[rij ] =





r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33



 =





x2 xy xz
yx y2 yz
zx zy z2



 (2.45)
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C'est la matri
e des 
omposantes du tenseur. Le moment d'inertie M = md2 dela masse m peut don
 s'é
rire en fon
tion des 
omposantes rij.Composantes du tenseur d'inertie - Cependant l'expression de M peut êtremise sous une forme plus 
ondensée. Compte tenu de la relation :
(a1)

2 + (a2)
2 + (a3)

2 = 1 (2.46)l'expression de M s'é
rit, ave
 la 
onvention de sommation pour i, j = 1, 2, 3 :
M = ai aj Iij (2.47)où les 9 quantités Iij sont les 
omposantes du tenseur moment d'inertie ou tenseurd'inertie, qui ont pour expression :

Iij = m(δijxkxk − xixj) (2.48)ave
 i, j, k = 1, 2, 3. C'est un tenseur d'ordre deux ainsi qu'on peut le véri�er ene�e
tuant un 
hangement de base.Si l'on permute deux indi
es, l'expression des 
omposantes Iij reste in
hangée :
Iij = Iji. On dit que le tenseur est symétrique.É
rivons l'expression détaillée des di�érentes 
omposantes Iij à l'aide des notations
lassiques x, y, z sous forme d'une matri
e :

[Iij ] =





I11 I12 I13
I21 I22 I23
I31 I32 I33



 = m





y2 + z2 −xy −xz
−yx z2 + x2 −yz
−zx −zy x2 + y2



 (2.49)Les quantités I11, I22, I33, représentent les moments d'inertie par rapport auxaxes de 
oordonnées 
orrespondants ; les quantités Iij , pour i 6= j, s'appellent lesproduits d'inertie.Pour un ensemble de masses mk, située 
han
une en un point Mk, et formant unsystème indéformable, on peut dé�nir un tenseur d'inertie pour 
haque masse. Letenseur d'inertie du système a alors pour 
omposantes la somme des 
omposantes destenseurs d'inertie relatifs à 
ha
une des masses. Si l'on a une répartition 
ontinue demasse, formant un solide, les 
omposantes du moment d'inertie du solide s'obtiennentpar intégration sur son volume.La donnée des 
omposantes du tenseur d'inertie, 
ara
térisant un solide, permetle 
al
ul d'une grandeur s
alaire, le moment d'inertie, par rapport à une droitequel
onque dont on se donne les 
osinus dire
teurs.2.3.2 Tenseur vitesse de rotation instantanée d'un solideSoit un solide, ayant un point �xe O, auquel on atta
he un référentiel Ox1x2x3dont les ve
teurs de bases sont notés e1, e2, e3. Étudions le mouvement de rotationdu solide, autour d'un axe instantané de rotation passant par le point O, dans untrièdre �xe de référen
e Ouvw. Au 
ours de la rotation les ve
teurs ei se dépla
entpar rapport au trièdre �xe et peuvent être 
onsidérés 
omme des ve
teurs dépendant46



du temps t, soit ei(t). É
rivons la dé
omposition du ve
teur dérivée dei dt sur labase (ej), soit :
dei
dt

= wj
i ej ; i, j = 1, 2, 3 (2.50)Composantes du tenseur vitesse de rotation instantanée - On va voir queles quantités wj

i 
onstituent les 
omposantes mixtes d'un tenseur d'ordre deux. Pour
ela, 
onsidérons le 
hangement de base :
(a) ei = A′k

i e′k ; (b) e′j = Ai
j ei (2.51)Les nouvelles quantités w′j

i sont données par la relation :
de′j
dt

= w′k
j ek ; i, j = 1, 2, 3 (2.52)Compte tenu de l'expression (2.51)(b) des ve
teurs e′j, la dérivée s'é
rit :

de′j
dt

=
d

dt
(Ai

j ei) = Ai
j

dei
dt

(2.53)La dérivation par rapport à t ne porte pas sur les paramètres Ai
j de 
hangementde base puisque 
es derniers ne dépendent pas du temps. On a don
 :

w′k
j e′k = Ai

j

dei
dt

= Ai
j w

l
i el = (Ai

j w
l
i)(A

′k
l e′k) (2.54)Identi�ant les 
oe�
ients des ve
teurs e′k dans la relation (2.54), on obtient :

w′k
j = Ai

j A
′k
l wl

i (2.55)Les 9 quantités wj
i se transforment 
omme les 
omposantes mixtes d'un tenseurd'ordre deux, selon les formules de 
hangement de base (2.30)(b). Elles 
onstituentles 
omposantes du tenseur vitesse de rotation instantanée du solide.La position d'un point M(x1, x2, x3) du solide peut être repérée par un ve
teur

OM = xi ei de 
oordonnées xi �xes dans le référentiel Ox1x2x3.La vitesse v du point M s'é
rit :
v = vj ej =

dOM

dt
=

d(xi ei)

dt
= xi dei

dt
= xi wj

i ej (2.56)Identi�ant les 
oe�
ients des ve
teurs ej dans 
ette dernière relation, on voitque les 
omposantes vj du ve
teur vitesse s'expriment à l'aide des 
omposantes dutenseur [wj
i ℄ sous la forme :

vj = wj
i x

i (2.57)Tenseur antisymétrique - Étudions les propriétés du tenseur vitesse de rotationinstantanée. Considérons pour 
ela une base orthonormée ei, d'orientation dire
te,pour laquelle on a : ei · ej = δij. On peut é
rire :
d(ei · ej)

dt
= ei ·

d(ej)

dt
+ ej ·

d(ej)

dt
= 0 (2.58)47



Substituons, dans 
ette dernière relation, l'expression (2.50) des dérivées desve
teurs de base, on obtient :
ei · (wk

j ek) + ej · (wk
i ek) = wk

j (ei · ek) + wk
i (ej · ek) = 0 (2.59)Compte tenu de la relation d'orthonormalité entre les ve
teurs de base, il vient :

wk
j δik + wk

i δjk = 0 (2.60)soit :
wi

j = −wj
i (2.61)Un tel tenseur est dit antisymétrique. Des 9 
omposantes wj

i , il n'y a don
 quetrois d'entre elles qui 
ara
térisent le tenseur et qui 
onstituent ses 
omposantesstri
tes.Ve
teur rotation instantanée du solide - On pose 
lassiquement pour les 
om-posantes stri
tes du tenseur vitesse de rotation instantanée :
w2

1 = r ; w3
2 = p ; w1

3 = q (2.62)et l'on forme le ve
teur suivant :
w = p e1 + q e2 + r e3 (2.63)Ce ve
teur 
onstitue un exemple de ve
teur adjoint d'un tenseur antisymétrique.Dans le 
as présent, 
e ve
teur est appelé ve
teur rotation instantanée du solide.Compte tenu des propriétés 
lassiques du produit ve
toriel, on a :

dei
dt

= w ∧ ei (2.64)La vitesse de rotation d'un point M du solide s'é
rit alors :
v = xi dei

dt
= xi (w ∧ ei) = w ∧ (xi ei) = w ∧OM (2.65)Le ve
teur vitesse v peut don
 s'exprimer à l'aide de deux formalismes di�érents,par les formules (2.56) ou (2.65). On sait 
ependant que le ve
teur w est un "ve
teuraxial" qui né
essite une 
onvention sur le sens de l'orientation du trièdre, de mêmeque le produit ve
toriel. Par 
ontre, l'utilisation du tenseur [wj

i ℄ n'introduit pas de
onvention arbitraire et permet l'emploi d'un système d'axes quel
onques.2.3.3 Tenseurs des propriétés des milieux anisotropesUn grand nombre de propriétés des milieux anisotropes sont représentées pardes tenseurs. Considérons par exemple le 
as de la 
ondu
tion éle
trique dans des
ristaux anisotropes où le ve
teur densité de 
ourant, j = ji ei, est lié au ve
teur
hamp éle
trique, E = Ek ek, par des relations de la forme :
ji = σi

k E
k ; i, k = 1, 2, 3 (2.66)48



Les 9 quantités σi
k forment les 
omposantes du tenseur de 
ondu
tivité éle
-trique.La forme des relations (2.66) est analogue pour de nombreuses autres propriétésdans les milieux anisotropes. Il en est ainsi pour les transferts de 
haleur par 
on-du
tion où le ve
teur densité du �ux thermique f a ses 
omposantes liées au ve
teurgradient de température, gradT, par les relations :

f i = −λi
j

∂T

∂xj
; i, j = 1, 2, 3 (2.67)Les neufs quantités λi

j 
onstituent les 
omposantes du tenseur de 
ondu
tivitédu matériau.Composantes mixtes - De manière générale, 
onsidérons des relations entre deuxve
teurs x = xi ei et y = yk ek qui s'expriment sous la forme :
xi = λi

k y
k (2.68)et étudions 
omment se transforment 
es relations lors d'un 
hangement de base.On a les formules de transformation des 
omposantes d'un ve
teur données par :

(a) yk = Ak
l y

′l ; (b) x′j = A′j
i xi (2.69)Substituons les relations (2.68) et (2.69)(a) dans l'expression (2.69)(b), il vient :

x′j = A′j
i xi = A′j

i (λ
i
k y

k) = A′j
i λi

k(A
k
l y

′l) = (A′j
i λi

k A
k
l ) y

′l (2.70)D'autre part, la forme de la relation (2.68) doit être indépendante de la base
hoisie (a�n de représenter une loi physique) et l'on a pour les nouvelles 
om-posantes :
x′j = λ′j

l y′l (2.71)Comparant les relations (2.70) et (2.71), on obtient par identi�
ations des
oe�
ients de y′l :
λ′j
l = (A′j

i Ak
l ) λ

i
k (2.72)Les quantités λi

k se transforment 
omme les 
omposantes mixtes d'un tenseurd'ordre deux. Ce type de tenseur permet de 
ara
tériser de nombreuses propriétésdes matériaux anisotropes.2.4 Exer
i
es résolusExer
i
e 2.1On e�e
tue un 
hangement de base d'un espa
e ve
toriel E2, dé�ni par :
e′1 = 3 e1 + e2 ; e′2 = −e1 + 2 e21. Partant de la dé�nition des 
omposantes 
ovariantes du tenseur fondamental,
al
uler ses nouvelles 
omposantes g′ij en fon
tion des an
iennes.49



2. Véri�er les résultats en utilisant la formule générale (2.28).b de 
hangementde base.Solutions1. Les 
omposantes 
ovariantes du tenseur fondamental dans la nouvelle basesont données par : g′ij = e′i · e′j, soit :
g′11 = e′1 · e′1 = (3 e1 + e2)

2 = 9 (e1)
2 + 6 (e1 · e2) + (e2)

2 = 9 g11 + 6 g12 + g22

g′12 = −3 g11 + 5 g12 + 2 g22 = g′21 ; g′22 = g11 − 4 g12 + 4 g222. La formule (1.34) de 
hangement de base d'un ve
teur :
e′k = Ai

k eidonne dans le 
as présent : A1
1 = 3 ; A2

1 = 1 ; A1
2 = −1 ; A2

2 = 2La formule de 
hangement de base (2.28).b d'un tenseur d'ordre deux :
t′kl = Ai

k A
j
l tijnous donne, par exemple :

g′11 = A1
1A

1
1 g11 + A1

1A
2
1 g12 + A2

1A
1
1 g21 + A2

1A
2
1 g22 = 9 g11 + 6 g12 + g22On véri�e de même les autres expressions de g′ij.Exer
i
e 2.2On 
onsidère un espa
e ve
toriel E3 à trois dimensions. Partant de la formule(1.102) : gik gkj = δij, démontrer que pour des ve
teurs de base orthogonaux, on a :

gik =
1

gik
lorsque i = kSolutionsSelon la formule (1.102) : gik gkj = δij , pour i = j = 1, on obtient :

g11 g
11 + g12 g

21 + g13 g
31 = 1Si les ve
teurs de base sont orthogonaux, on a : g12 = g21 = 0 ; g13 = g31 = 0 ; ilreste don
 :

g11 g
11 = 1 d'où g11 =

1

g11On démontre de même les autres relations : g22 = 1

g22
; g33 = 1

g3350



Exer
i
e 2.3Soit un espa
e ve
toriel E2 ayant pour base {e1, e2}. On 
onsidère deux ve
teurs :
x = 4 e1 + 3 e2 et y = e1 + 5 e2.1. Déterminer les 
omposantes 
ontravariantes du produit tensoriel de x par y.É
rire la matri
e de 
e tenseur sur la base {e1, e2}.2. On e�e
tue un 
hangement de base dé�ni par :

[

e′1
e′2

]

=

[ 
osα sinα
−sinα 
osα] =

[

e1
e2

]Déterminer les nouvelles 
omposantes 
ontravariantes du produit tensoriel.3. É
rire la matri
e du produit tensoriel pour α = π/2.Solutions1. Les ve
teurs x et y ont pour 
omposantes 
ontravariantes respe
tives : x1 =
4,x2 = 3, y1 = 1, y2 = 5. Notons uij = xi yj les 
omposantes 
ontravariantesdu produit tensoriel de x par y ; il vient :
u11 = x1 y1 = 4 ; u12 = x1 y2 = 20 ; u21 = x2 y1 = 3 ; u22 = x2 y2 = 15La matri
e du produit tensoriel est donnée par :

[uij] =

[

u11 u12

u21 u22

]

=

[

4 20
3 15

]2. Dans la formule (2.18) de transformation des 
omposantes :
u′kl = A′k

i A′l
j u

ij (2.73)les quantités A′k
i sont données par la matri
e de 
hangement de base. On a :

A′1
1 = 
osα ; A′2

1 = −sinα ; A′1
2 = sinα ; A′2

2 = 
osα (2.74)d'où :
u′11 = A′1

1 A′1
1 u11 + A′1

1 A′1
2 u12 + A′1

2 A′1
1 u21 + A′1

2 A′1
2 u22 (2.75)

= 4 
os2 α + 23 
osα sinα + 15 sin2 α (2.76)
u′12 = 11 sinα 
osα + 20 
os2 α− 3 sin2 α (2.77)
u′21 = 11 sinα 
osα− 20 sin2 α + 3 
os2 α (2.78)
u′22 = 4 sin2 α− 23 sinα 
osα + 15 
os2 α (2.79)51



3. Si α = π/2, on a : 
osα = 0, sinα = 1, d'où la matri
e du tenseur :
[u′ij] =

[

u′11 u′12

u′21 u′22

]

=

[

15 −3
−20 4

]Exer
i
e 2.4On 
onsidère dans l'espa
e géométrique ordinaire, de 
oordonnées 
artésiennes
x, y, z, un ellipsoïde 
entré sur l'origine et dont les axes 
oïn
ident ave
 
eux duréférentiel 
artésien (Fig. 2.1). Si a, b, c sont les longueurs des demi-axes de l'ellip-soïde, son équation est :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

Figure 2.1.1. On note x1, x2, x3 les nouvelles 
oordonnées du référentiel 
artésien après unerotation arbitraire autour de l'origine. Montrer que l'équation de l'ellipsoïde,dans 
e nouveau repère, peut se mettre sous la forme :
aij x

i xj = 1ave
 aij = aji et i, j = 1, 2, 3.2. Démontrer que les quantités aij sont les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur.Solutions1. La rotation du référentiel est équivalent à un 
hangement de base. Notons
x, y, z les 
omposantes d'un ve
teur OM ;on a, selon la formule (1.38) :

x = A1
k x

k ; y = A2
k x

k ; z = A3
k x

kL'équation de l'ellipsoïde devient après le 
hangement de référentiel :52



(A1
k x

k)2

a2
+

(A2
k x

k)2

b2
+

(A3
k x

k)2

c2
= 1Développons l'expression (A1

k x
k)2 par exemple ; il vient :

(A1
k x

k)2 = (A1
1 x

1 + A1
2 x

2 + A1
3 x

3)2

= (A1
1 x

1)2 + (A1
2 x

2)2 + (A1
3 x

3)2 + 2A1
1 x

1A1
2 x

2 + 2A1
1 x

1 A1
3 x

3 + 2A1
2 x

2A1
3 x

3Regroupons tous les termes, on obtient une équation de la forme :
aij x

i xj = 1 ave
, par exemple a11 = (A1
1/a)

2 + (A2
1/b)

2 + (A3
1/c)

2On véri�e aisément que les 
oe�
ients sont symétriques, 
'est-à-dire tels que :
aij = aji.2. Étudions 
omment se transforment les 
oe�
ients aij lors d'un 
hangementquel
onque de base. Notons x′j les nouvelles 
omposantes d'un ve
teur OM ;on a : xi = Ai

k x
′k. L'équation de l'ellipsoïde s'é
rit dans le nouveau systèmede 
oordonnées :
aij x

i xj = aij A
i
k x

′k Aj
m x′m = a′km x′k x′m = 1Dans le nouveau système d'axes, les 
oe�
ients de l'ellipsoïde sont donnéspar :

a′km = aij A
i
k A

j
mC'est la formule de transformation (2.28) des 
omposantes 
ovariantes d'untenseur d'ordre deux. On dira que la surfa
e représentée par l'équation aij xi xj =

1 est l'ellipsoïde représentatif du tenseur aij (en pratique, on désigne souventun tenseur par l'expression générale de ses 
omposantes).Exer
i
e 2.5On 
onsidère un tétraèdre OABC (Fig. 2.2) 
onstitué d'un milieu 
ontinu, �uideou solid, situé à l'intérieur de 
e milieu et supposé en équilibre statique. Chaque fa
edu tétraèdre est soumise à une for
e interne due au milieu lui-même et proportion-nelle à l'aire de sa surfa
e. On note les aires des fa
es :
S1 = S(OBC) ; S2 = S(OAC)

S3 = S(OAB) ; S4 = S(ABC)1. Soit n un ve
teur unitaire orthogonal à la fa
e ABC, dirigé de l'intérieurvers l'extérieur du tétraèdre. Déterminer les 
omposantes nj du ve
teur n enfon
tion des aires des fa
es du tétraèdre.53



Figure 2.2.2. Notons fi la for
e qui s'exer
e sur une fa
e d'aire Si , i = 1, 2, 3 ; ses 
om-posantes sont notées, suivant les axes orthogonaux Oxi :
f1i = σ1i Si ; f2i = σ2i Si ; f3i = σ3i Si ave
 i = 1, 2, 3Soit F la for
e qui s'exer
e par unité d'aire (F est appelée la 
ontrainte) surla fa
e ABC et soit Fi ses 
omposantes. En é
rivant l'équilibre des for
es quis'exer
ent sur les quatres fa
es du tétraèdre, montrer qu'on a :

Fi = σij nj ; i, j = 1, 2, 3Que peut-on en déduire pour les neufs quantités σij ?Solutions1. Les aires Si sont égales à la proje
tion de l'aire ABC sur le ie plan. Si l'onnote ST le ve
teur orthogonal à la surfa
e ABC, de longueur égale à ST etdirigé de l'intérieur du tétraèdre vers l'extérieur, on a :
ST = S1 i+ S2 j+ S3 koù i, j, k sont les ve
teurs de base orthonormés. Le ve
teur n a don
 pour
omposantes :

n1 = S1/ST ; n2 = S2/ST ; n3 = S3/ST2. L'équilibre des for
es du milieu s'exprime, pour les 
omposants selon l'axe
0x1, par : 54



F1 ST = f11 + f12 + f13 = σ11 S1 + σ12 S2 + σ13 S3d'où : F1 = σ11 n1 + σ12 n2 + σ13 n3On obtient de même :
F2 = σ21 n1 + σ22 n2 + σ23 n3 ; F3 = σ31 n1 + σ32 n2 + σ33 n3Finalement, on a :

Fi = σij nj ; i, j = 1, 2, 3On obtient une relation entre deux ve
teurs F et n de la forme (2.68). Nousavons vu que les quantités σij se transforment dans 
e 
as 
omme les 
om-posantes mixtes d'un tenseur d'ordre deux, selon la relation (2.72). Pourdes ve
teurs de base quel
onques, les quantités σij doivent être é
rites σi
j . Letenseur σi

j est appelé le tenseur des 
ontraintes. Le terme de tenseur vient pré-
isément de l'étude des tensions internes existant au sein des milieux 
ontinus.Exer
i
e 2.6L'expression des 
omposantes Iij du tenseur d'inertie d'une parti
ule de masse
m par rapport à un axe passant par l'origine d'un référentiel 
artésien K, est donnéepar la formule (2.48).1. Déterminer l'expression du moment d'inertie Mu de la parti
ule par rapportà un axe U quel
onque, 
ara
térisé par le ve
teur unité u, en fon
tion des Iijet des 
omposantes uk de u.2. Utilisant l'expression (2.48) des 
omposantes Iij, montrer que Mu peuts'é
rire sous la forme :

Mu = m [r2 − (r · u)2]où r est le rayon ve
teur partant du point d'origine O situé sur l'axe U etaboutissant au point M où se trouve la parti
ule.3. Montrer que l'énergie 
inétique T d'une parti
ule en rotation par rapport àun point �xe P , ave
 une vitesse angulaire instantanée ω est donnée par :
T =

1

2
Muω

2où Mu est le moment d'inertie de la parti
ule par rapport à l'axe instantanéde rotation de dire
tion ω. Exprimer T en fon
tion des 
omposantes Iij .
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Solutions1. Le moment d'inertie de la parti
ule dans un autre référentiel 
artésien K ′ ala même forme que 
elui donné par (2.47), à savoir :
Mu = a′i a

′

j Iijoù les a′k sont les 
osinus dire
teurs de la droite portant le ve
teur u. Mais les
a′k sont donnés par :

a′k = u · ik = ukoù les ve
teurs ik , k = 1, 2, 3, sont les ve
teurs unitaires de base du référentiel
K ′. On a don
 :

Mu = ui uj Iij2. Notons xk, k = 1, 2, 3,les 
omposantes de r. Les expressions (2.47) des 
om-posantes Iij , substituées dans la formule 
i-dessus de Mu, donnent :
Mu = m [xk xk − (xk uk)

2]Le 
arré du rayon ve
teur : r2 = xk xk ainsi que le produit s
alaire : r ·u = xk ukpermettent d'é
rire l'expression de Mu sous la forme demandée :
Mu = m [r2 − (r · u)2]3. Soit r le rayon ve
teur ayant pour origine le point P et soit v la vitesseinstantanée de la parti
ule. Son énergie 
inétique est :

T =
1

2
mv2 =

1

2
m(ω × r)2Utilisant les propriétés du produit s
alaire et du double produit ve
toriel, ilvient :

T =
1

2
mω(r × ω × r) =

1

2
m [r2ω2 − (r · ω)2]Le ve
teur ω ayant un module ω égal à la vitesse angulaire, utilisons le ve
teurunitaire :

ω0 =
ω

ωIl vient :
T =

1

2
mω2[r2 − (r · ω0)

2]L'expression du moment d'inertie Mω apparaît dans l'énergie 
inétique 
i-dessus, d'où : 56



T =
1

2
Mω ω

2L'utilisation de l'expression du moment d'inertie dans le (1) donne alors :
T =

1

2
Mω ω

2 =
1

2
Iij ω0i ω0j ω

2 =
1

2
Iij ωi ωjoù les ωk , k = 1, 2, 3, sont les 
omposantes de ω et les Iij, les 
omposantes dutenseur d'inertie par rapport au point P .Exer
i
e 2.7Sous l'e�et d'une 
ontrainte, 
ertains 
ristaux sont le siège d'un moment éle
-trique dont l'intensité est proportionnelle à la 
ontrainte appliquée. C'est l'e�etpiézo-éle
trique dire
t. Les 
al
uls suivants sont à e�e
tuer dans des référentiels
artésiens.1. En général, un état de 
ontrainte est représenté par un tenseur d'ordre deux àneuf 
omposantes (voir exer
i
e 2.5). La polarisation éle
trique P d'un 
ristalest représentée par un ve
teur à trois 
omposantes Pi. Chaque 
omposanteest liée linéairement à toutes les 
omposantes σij du tenseur des 
ontraintes.É
rire expli
itement la relation entre P1 et les 
omposantes σij .2. É
rire la relation générale pour les 
omposantes Pi du ve
teur polarisation

P.3. Démontrer que les 
oe�
ients de proportionnalité entre les 
omposantes de
P et 
elles de σij forment un tenseur d'ordre trois.Solutions1. Dans un référentiel 
artésien, les di�érents types de 
omposantes des tenseurssont 
onfondus. La 
omposante P1 étant liée linéairement à toutes les 
om-posantes σij , on a une relation de la forme :

P1 = d11k σ1k + d12k σ2k + d13k σ3k ; k = 1, 2, 3 (2.80)où les 
oe�
ients dijk sont des 
onstantes.2. Sous une forme plus 
ondensée, la relation (2.80) 
i-dessus peut s'é
rire :
P1 = d1jk σjk (2.81)Remplaçant dans la relation (2.81), l'indi
e 1 par un indi
e quel
onque, l parexemple, valant 1, 2 ou 3, on obtient :
Pl = dlmn σmn (2.82)

57



3. Notons σ′

ij les 
omposantes du tenseur des 
ontraintes dans un nouveauréférentiel d'axes 0x′

k. La polarisation devient P ′ dans le nouveau systèmed'axes. La forme générale des équations (2.82) est la même, quels que soientles axes de référen
e, a�n de représenter une même loi physique. On peut don
é
rire :
P ′

i = d′ijk σ
′

jk (2.83)Les 
omposantes du ve
teur polarisation P sont liées entre elles dans les deuxréférentiels, selon la formule (1.37), par :
P ′

i = A′i
l Pl (2.84)Lors d'un 
hangement de référentiel, les σ′

ij sont liés aux σkl, selon la formule(2.28), par :
σmn = A′j

mA′k
n σ′

jk (2.85)Reportant les relations (2.82) et (2.85) dans l'expression (2.84), il vient :
P ′

i = A′i
l Pl = A′i

l dlmn σmn = A′i
l dlmn A

′j
mA′k

n σ′

jk (2.86)Comparant les relations (2.83) et (2.86), on obtient par identi�
ation des
oe�
ients :
d′ijk = A′i

l A
′j
mA′k

n dlmnOn retrouve la propriété de 
hangement de base d'un tenseur d'ordre trois don-née par la formule (2.41) en tenant 
ompte du fait que les 
omposantes mixtes,
ovariantes et 
ontravariantes sont 
onfondues pour des repères 
artésiens.
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Chapitre 3Algèbre tensorielle
3.1 Tenseur d'ordre deux3.1.1 Introdu
tionAu 
ours du 
hapitre pré
édent, nous avons utilisé des systèmes de n2 nombres, 
réésà partir d'un espa
e ve
toriel En. Lorsque 
es nombres véri�ent 
ertaines relationsde 
hangement de base, on a appelé 
es grandeurs, par dé�nition, les 
omposantesd'un tenseur.Nous avons vu que toute 
ombinaison linéaire de 
es 
omposantes 
onstitue les 
om-posantes d'autres tenseurs. On peut don
 additionner entre elles les 
omposantes destenseurs ainsi que les multiplier par des s
alaires, pour obtenir d'autres 
omposantesde tenseur. Ces propriétés d'addition et de multipli
ation font que l'on va pouvoirutiliser 
es grandeurs tensorielles 
omme 
omposantes de ve
teurs.D'un point de vue pratique, on pourrait se 
ontenter de dé�nir les tenseurs à partirdes relations de transformation de leurs 
omposantes lors d'un 
hangement de base.C'est 
e qui est souvent fait en Physique. Cependant, la dé�nition des tenseurs sousforme de ve
teurs 
onduit à une meilleure 
ompréhension de leurs propriétés et lesratta
he à la théorie générale des ve
teurs.3.1.2 Exemple de tenseur : produit tensoriel de triplets denombresPour pré
iser 
omment on dé�nit un tenseur sur une base, étudions le 
as d'un pro-duit tensoriel de deux ve
teurs 
onstitués par des triplets de nombres. Considéronsl'espa
e ve
toriel eu
lidien E3, dont les ve
teurs sont des triplets de nombres de laforme : x = (x1, x

2, x3). La base orthonormée de E3 est formée des trois ve
teurs :
ei = (δ1i, δ2i, δ3i) ; i = 1, 2, 3 (3.1)Des ve
teurs de E3 : x = xi ei et y = yj ej, permettent de former les neufquantités xi yj que l'on a appelées, au 
ours du 
hapitre pré
édent, les 
omposantesdu produit tensoriel des ve
teurs x et y.Si l'on e�e
tue tous les produits tensoriels possibles entre ve
teurs de E3, on obtientdes suites de neufs nombres qui peuvent servir à dé�nir les ve
teurs suivants :59



U = (x1 y1, x1 y2, x1 y3, ..., x3 y3) (3.2)éléments d'un espa
e ve
toriel E9 à neuf dimensions, ayant pour éléments tousles multiplets formés de neuf nombres.Ces ve
teurs peuvent être dé
omposés, par exemple, sur la base orthonormée :
ek = (δ1k, δ2k, ..., δ9k) ; k = 1, 2, ..., 9 (3.3)Pour é
rire les ve
teurs U sur 
ette base, renuméterons les quantités xi yj selonla pla
e qu'elles o

upent dans l'expression (3.2), soit :

xi yj = uij = uk ; k = 1, 2, ..., 9 ; i, j = 1, 2, 3 (3.4)On peut déduire la valeur de k ave
 la relation suivante : k = i + 3(j − 1). Lesve
teurs U s'é
rivent alors :
U = uk

ek (3.5)et 
onstituent un exemple de tenseurs d'ordre deux.En quoi 
es tenseurs U di�èrent-ils des ve
teurs ordinaires ? Ils sont 
ertes iden-tiques à 
ertains ve
teurs de E9 mais ils ont été formés à partir des ve
teurs x et yde E3. Pour rappeler 
e fait, on les notes :
U = x⊗ y (3.6)et ils sont appelés produit tensoriel des ve
teurs x et y. Le symbole ⊗ est don
dé�ni par la manière dont on a formé les quantités uij = xi yj et l'ordre dans lequelon les a 
lassés pour former le ve
teur U.Ainsi qu'on le verra par la suite, tous les ve
teurs de E9 ne sont pas des produitstensoriels mais tous les éléments de E9 peuvent être mis sous la forme d'une sommede produits tensoriels. On appellera également tenseur les sommes de produits ten-soriels.Base asso
iée - Le 
lassement des quantités xi yj que l'on a 
hoisi pour dé�nir leve
teur x⊗ y est évidemment arbitraire, mais une fois qu'il a été réalisé, 
e 
lasse-ment a�e
te 
haque nombre xi yj à un ve
teur de base ek déterminé.Ainsi, x1 y1 
onstitue la 
omposante du ve
teur U relative au ve
teur de base

e1 = (1, 0, ..., 0), x1 y2 est 
elle relative à e2 = (0, 1, 0, ..., 0), et
. Pour rappelerla dépendan
e entre une quantité xi yj = uk et le ve
teur de base ek auquel il est af-fe
té, renumérotons 
es ve
teurs en mettant à la pla
e de l'indi
e k les deux indi
es,
i et j, relatifs aux 
omposantes, soit ek = eij, ave
 k = 1 à 9 ; i, j = 1 à 3.Les indi
es i et j étant 
eux des ve
teurs de base de E3, on peut dire qu'à 
haque
ouple (ei, ej) on a asso
ié un ve
teur eij. Ce dernier peut être noté sous la forme :

eij = ei ⊗ ej (3.7)et est appelé le produit tensoriel des ve
teurs ei et ej .60



Les ve
teurs ei⊗ej 
onstituent une base de E9 qui est appelée la base asso
iéeà la base ei. Dans 
et exemple, on a don
 :
e1 ⊗ e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ; e1 ⊗ e2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (3.8)Les relations (3.5) à (3.7) nous permettent �nalement d'é
rire le produit ten-soriel des ve
teurs x et y sous la forme :

x⊗ y = xi yjeij = (xi ei)⊗ (yj ej) = xi yj (ei ⊗ ej) (3.9)Produit tensoriel d'espa
es ve
toriels - L'espa
e ve
toriel E9 est doté d'unestru
ture plus pré
ise que 
elle de simple espa
e ve
toriel de dimension 9 lorsqu'ondé�nit les produits tensoriels ei ⊗ ej 
omme 
onstituant la base de E9. On dit que
E9 est doté d'une stru
ture de produit tensoriel.A�n de bien mettre en éviden
e 
ette stru
ture, on é
rit 
et espa
e, identique à E9,sous la forme E3 ⊗ E3 et il est appelé le produit tensoriel de l'espa
e E3, parl'espa
e E3. Tous les éléments de E3 ⊗E3 sont appelés des tenseurs.3.1.3 Propriétés du produit tensorielÉtudions, à partir de l'exemple pré
édent, les propriétés du produit tensoriel dedeux ve
teurs résultant de la relation (3.9), á savoir :

(xi ei)⊗ (yj ej) = xi yj (ei ⊗ ej) (3.10)On a les propriétés suivantes :PT1 - Distributivité, à gau
he et à droite, par rapport à l'addition des ve
teurs :
(x+ y)⊗ z = x⊗ z+ y ⊗ z (3.11)
x⊗ (y + z) = x⊗ y + x⊗ z (3.12)La démonstration de 
es proriétés est simple 
ompte tenu de la realtion (3.10) :on a par exemple :

(x + y)⊗ z = (xi ei + yi ei)⊗ zk ek = (xi + yi) ei ⊗ zk ek = (xi + yi) zk (ei ⊗ ek)
= xi zk (ei ⊗ ek) + yi zk (ei ⊗ ek) = x⊗ z+ y⊗ zPT2 - Asso
iativité ave
 la multipli
ation par une grandeur s
alaire :

(λx)⊗ y = x⊗ λy = λ (x⊗ y) (3.13)On a en e�et :
(λx)⊗ y = (λ xi ei)⊗ yj ej = λ xi yj (ei ⊗ ej) = λ (x⊗ y) (3.14)
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3.1.4 Dé�nition du produit tensoriel de deux espa
es ve
to-rielsDe même qu'on a dé�ni les espa
es ve
toriels, au 
ours du premier 
hapitre, unique-ment à partir des propriétés opératoires entre ve
teurs, on va dé�nir le produittensoriel de deux espa
es ve
toriels à partir des propriétés pré
édentes.Pour 
ela, donnons-nous deux espa
es ve
toriels En et Fm de dimensions respe
tives
n et m. Notons x,x1,x2,... les ve
teurs de En et y,y1,y2,... les ve
teurs de Fm debases respe
tives (ei) et (fj).Choisissons arbitrairement un autre espa
e ve
toriel Enm de dimension nm dont lesve
teurs de base sont ek, k = 1, 2, ..., nm. À tout 
ouple de ve
teurs (x,y) faisonslui 
orrespondre un élément de Enm noté x⊗ y, tel que 
ette loi de 
orrespondan
evéri�e les propriétés suivantes :PT1 - Elle est distributive, à gau
he et à droite, par rapport à l'addition ve
torielle :

(x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y (3.15)
x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2 (3.16)PT2 - Elle est asso
iative par rapport à la multipli
ation par un s
alaire :
(λx)⊗ y = x⊗ λy = λ (x⊗ y) (3.17)PT3 - Lorsqu'on a 
hoisi une base dans 
ha
un des espa
es ve
toriels, (e1, e2, ..., en)pour En, (f1, f2, ..., fn) pour Fm, les nm éléments de Enm que l'on note (ei ⊗ fj), for-ment une base de Enm.Lorsqu'il en est ainsi, l'espa
e ve
toriel Enm, muni de 
ette loi de 
orrespondan
e,est noté En ⊗Em et appelé produit tensoriel des espa
es ve
toriels En et Fm.L'élément x ⊗ y de En ⊗ Em est appelé le produit tensoriel des ve
teurs x et

y. La base formée par les ve
teurs ei⊗ fj est la base asso
iée aux bases (ei) et (fj).L'exemple du produit tensoriel de triplets de nombres, donné pré
édemment, montreque le produit tensoriel que l'on vient de dé�nir existe. En pratique, on n'utiliseraplus le mode de 
onstru
tion détaillé dans 
et exemple mais uniquement les pro-priétés du produit tensoriel et de ses 
omposantes.Remarque - De par sa qualité d'espa
e ve
toriel, En ⊗ Fm se 
onfond en tantqu'ensemble d'éléments ave
 l'espa
eve
toriel Enm, mais il s'en distingue en tantqu'espa
e doté d'une stru
ture asso
iative supplémentaire. De 
e point de vue, ondit que Enm 
onstitue le support de En ⊗ Fm.On va voir par la suite que tous les éléments de En⊗Fm ne sont pas des produitstensoriels mais, dans 
e 
as, qu'ils sont né
essairement des sommes de produits ten-soriels qui 
onstituent des tenseurs.
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La dé�nition du produit tensoriel de deux espa
es ve
toriels s'applique aussi bienaux espa
es de dimension �nie qu'in�nie. En parti
ulier, l'un des espa
es peut êtrede dimension in�nie et l'autre �nie.On va montrer que les éléments x⊗ y, dé�nis par les axiomes 
i-dessus, s'expri-ment né
essairement en fon
tion des 
omposantes respe
tives des ve
teurs x et y,sous la forme (3.10), 
e qui a priori est évident puisque les propriétés de dé�nitionde x⊗ y sont pr¢isémment 
elles de la relation (3.10).3.1.5 Expression analytique du produit tensoriel de deux ve
teursRe
her
hons une expression de x ⊗ y en fon
tion des 
omposantes de 
ha
undes ve
teurs. Choisissons dans les espa
es ve
toriels En,Fm et En ⊗ Fm des basesquel
onques (ei), (fi) et (eij), où l'indi
e i prend les valeurs de 1 à n et l'indi
e j desvaleurs de 1 à m. Par suite de la propriété PT3, on peut poser : eij = ei ⊗ fj.Choisissons d'autre part deux ve
teurs quel
onques : x = xi ei de En et y = yj fjde Fm, et e�e
tuons le produit tensoriel de 
es deux ve
teurs en tenant 
ompte desaxiomes de dé�nition (3.15) à (3.17), il vient :
x⊗ y = (xi ei)⊗ (yj fj) = xi yj (ei ⊗ fj) = xi yjeij (3.18)ave
 i = 1 à n ; j = 1 à m. Les quantités xi yj sont né
essairement les 
om-posantes du produit tensoriel x⊗y dé
omposé sur la base formé des ve
teurs ei⊗ fj.Ré
iproquement, la loi de 
omposition des ve
teurs x et y donné par (3.18)véri�e les propriétés PT1 et PT2. En est-il de même pour la propriété PT3 ?Bases asso
iées - Pour véri�er la propriété PT3, il faut démontrer que si l'on a
hoisi une base ei ⊗ fk de l'espa
e produit tensoriel En ⊗Fm, où les ve
teurs ei et fj
onstitue respe
tivement des bases de En et Fm, toute autre base quelq
onque (e′i)de En et (f ′k) de Fm permet d'obtenir également une base de En ⊗ Fm.Pour le démontrer, dé
omposons les ve
teurs ei et fj sur 
es nouvelles bases, soit :

ei = A′k
i e′k ; fj = B′l

j f
′

l (3.19)ave
 i, k = 1 à n et j, l = 1 à m. Les ve
teurs U de l'espa
e produit tensoriel
En ⊗ Fm s'é
rivent sous la forme :

U = uij (A′k
i e′k)⊗ (B′l

j f
′

l ) = uij A′k
i B′l

j (e
′

k ⊗ f ′l ) (3.20)Le ve
teur U s'exprime 
omme une 
ombinaison linéaire des éléments (e′k⊗f ′l ). Si
U = 0, les 
omposantes uij sont toutes nulles et la relation (3.20) montre que les nméléments (e′k⊗ f ′l) sont linéairement indépendants. Les ve
teurs (e′k⊗ f ′l ) 
onstituentdon
 une nouvelle base de En ⊗Fm ; 
es ve
teurs forment la base asso
iée aux bases
(e′i) et (f ′j). 63



3.1.6 Éléments d'un espa
e produit tensorielPré
isons de nouveau que l'espa
e En ⊗ Fm est formé, par dé�nition, de tous lesve
teurs qui appartiennent à l'espa
e support Enm qui a été muni d'une stru
tured�espa
e tensoriel. Tous les ve
teurs de En ⊗ Fm sont-ils des produits tensoriels ?En d'autres termes, étant donné un ve
teur U = uk
ek de En ⊗ Fm, peut-on trouverdeux ve
teurs x = xi ei de En et y = yj fj de Fm tels que : U = x⊗ y.Système in
ompatible : Pour étudier 
e problème, numérotons di�éremment les
omposantes du ve
teur U en é
rivant :

U = uk
ek = uij (ei ⊗ fj) (3.21)ave
 k = 1 à nm ; i = 1 à n ; j = 1 à m. Pour véri�er la relation :

U = x⊗ y = xi yj (ei ⊗ fj) = uij (ei ⊗ fj) (3.22)il faut déterminer les (n +m) in
onnues xi et yj à partir des nm équations :
xi yj = uij (3.23)
e qui est en général impossible 
ar on aura plus d'équations que d'in
onnues.Examinons par exemple, le 
as n = m = 2. On a quatre in
onnues et quatreéquations de la forme (3.23) ave
 i, j = 1, 2. E�e
tuons le rapport entre deux de 
eséquations, on obtient par exemple :

y1

y2
=

u11

u12
=

u21

u22
(3.24)Ces relations imposent une 
ondition de 
ompatibilité entre les uij, 
ondition quine sera pas véri�ée en général pour un ve
teur quel
onque de En ⊗ Fm.En 
on
lusion, il existe d'autres ve
teurs de En⊗Fm qui ne sont pas des produitstensoriels de deux ve
teurs et nous allons voir que 
e sont des sommes de produitstensoriels.Somme de produits tensoriels - Tous les ve
teurs U de l'espa
e En⊗Fm peuvents'é
rire sous la forme (3.21). Utilisant la dé�nition du produit tensoriel, on a :

U = uij (ei ⊗ fj) = (uij ei)⊗ fj (3.25)ave
 i = 1 à n, j = 1 à m. Les m termes uij ei représentent m ve
teurs de Entels que xj = uij ei. Tout ve
teur U de En ⊗ Fm peut don
 s'é
rire sous la formed'une somme de m termes :
U = xj ⊗ fj (3.26)Tous les éléments de En⊗ Fm sont don
 des sommes d'au plus m pro-duits tensoriels de deux ve
teurs de la forme (3.26) et ses éléments sontappelés des tenseurs d'ordre deux. 64



3.1.7 Produit tensoriel de deux espa
es ve
toriels identiquesEn pratique, on a très souvent à utiliser des tenseurs formés à partir de ve
teursappartenant à des espa
es ve
toriels En identiques. Dans 
e 
as, les produits ten-soriels d'ordre deux sont formés à partir des ve
teurs x = xi ei et y = yj ej de En ets'é
rivent sous la forme :
U = x⊗ y = xi yj (ei ⊗ ej) (3.27)où les ve
teurs ei sont les ve
teurs de base de En. Le produit tensoriel de En parlui-même est noté En ⊗En ou en
ore E

(2)
n .Non-
ommutativité du produit tensoriel - Si l'on 
onsidère deux espa
es ve
-toriels En et Fm identiques, les produits tensoriels (ei⊗ej) sont des ve
teurs de basede l'espa
e En ⊗ En et il en est de même pour (ej ⊗ ei). Deux ve
teurs de base nepouvant être identiques, il en résulte que le produit tensoriel des ve
teurs ei et

ej n'est pas 
ommutatif.Il en est de même pour tout produit tensoriel de deux ve
teurs quel
onques x = xi eiet y = yj ej de En. Les produits tensoriels suivants :
x⊗ y = xi yj (ei ⊗ ej) et y ⊗ x = yj xi (ej ⊗ ei) (3.28)sont di�érents puisqu'on a par exemple :

x1 y2 (e1 ⊗ e2) 6= y2 x1 (e2 ⊗ e1) (3.29)par suite de la non-
ommutativité du produit tensoriel des ve
teurs e1 et e2.Changement de base - En tant qu'éléments d'un espa
e En ⊗ En, un tenseur Uest un ve
teur de la forme générale :
U = uij (ei ⊗ ej) (3.30)Étudions ses proriétés vis-à-vis d'un 
hangement de base de En tel que :

(a) ei = A′k
i e′k ; (b) e′k = Ai

k ei (3.31)Lors d'un tel 
hangement, la base (ei ⊗ ej) asso
iée à ei devient une autre base
(e′k ⊗ e′l) asso
iée à e′k, �savoir :

e′k ⊗ e′l = (Ai
k ei)⊗ (Aj

l ej) = (Ai
k A

j
l ) ei ⊗ ej (3.32)Par suite, le produit tensoriel U donné par (3.5) a pour 
omposantes dans lanouvelle base :

U = u′kl (e′k ⊗ e′l) = u′kl Ai
k A

j
l (ei ⊗ ej) = uij (ei ⊗ ej) (3.33)On obtient don
 par identi�
ation :

uij = Ai
k A

j
l u

′kl (3.34)65



Les 
omposantes uij véri�ent la relation (2.28)(a) de transformation des 
om-posantes lors d'un 
hangement de base. On retrouve la même formule de transfor-mation mais en partant des expressions de 
hangement de base des ve
teurs de basede l'espa
e produit tensoriel.3.2 Tenseurs d'ordre quel
onque3.2.1 Produit tensoriel de plusieurs ve
teursAyant dé�ni le produit tensoriel de deux ve
teurs, on peut passer, de pro
he enpro
he, au produit tensoriel d'un nombre quel
onque de ve
teurs.Asso
iativité du produit tensoriel - Considérons trois ve
teurs x,y et z appar-tenant respe
tivement à des espa
es ve
toriels En,Fm et Gp. Un premier produittensoriel entre x et y nous donne l'élément U = x⊗y de l'espa
e ve
toriel En⊗Fm.On peut ensuite multiplier tensoriellementU par z et l'on obtient un nouveau ve
teur
V, tel que :

V = U⊗ z = (x⊗ y)⊗ z (3.35)D'autre part, on peut également former le produit tensoriel (y⊗z) puis multipliertensoriellement x par (y⊗z) ; on obtient un ve
teur x⊗(y⊗z). Pour avoir l'égalité :
(x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y⊗ z) (3.36)il faut supposer que le produit tensoriel est asso
iatif, 
e que l'on pose
omme axiome supplémentaire pour la dé�nition des tenseurs d'ordre quel
onque.Le produit tensoriel de trois ve
teurs est alors noté x ⊗ y ⊗ z et représente lavaleur 
ommune des deux membres de la relation (3.36).Dé
omposition sur une base - Si l'on a x = xi ei, y = yj fj, z = zk gk, le produittensoriel de 
es trois ve
teurs qui est à présent asso
iatif, s'é
rit :

x⊗ y⊗ z = (x⊗ y)⊗ z = xi yj (ei ⊗ fj)⊗ (zk gk) = xi yj zk (ei ⊗ fj)⊗ gk

= xi yj zk (ei ⊗ fj ⊗ gk)Il su�t d'imposer l'asso
iativité du produit tensoriel des ve
teurs de base pourassurer l'asso
iativité du produit tensoriel de ve
teurs quel
onques.Produit tensoriel d'un nombre quel
onque de ve
teurs -De pro
he en pro
he,
ompte tenu de l'asso
iativité du produit tensoriel, on peut 
onsidérer p ve
teurs
x1,x2, ...,xp appartenant 
ha
un à des espa
es ve
toriels di�érents En1

, En2
, ..., Enp

.Si l'on a : x1 = xi1 ei1 , x2 = xi2 ei2 ,..., on peut former le produit tensoriel :
x1 ⊗ x2 ⊗ ...⊗ xp = xi1 xi2 ...xip (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) (3.37)ave
 i1 = 1 à n1, i2 = 1 à n2,...,ip = 1 à np.On obtient des produits tensoriels d'ordre p appartenant à l'espa
e ve
toriel En1

⊗66



En2
⊗...⊗Enp

, espa
e qui est muni d'une stru
ture de produit tensoriel. Les élémentsde 
et espa
e 
onstituent des tenseurs d'ordre p.3.2.2 Produit tensoriel d'espa
es identiquesEn pratique, on a souvent à utiliser des tenseurs formés à partir de ve
teurs appar-tenant à des espa
es ve
toriels En identiques.Produit tensoriel de p ve
teurs - De manière générale, on pourra former l'espa
e
E

(p)
n 
orrespondant à p fois la multipli
ation tensorielle de l'espa
e En par lui-même,soit :

E(p)
n = En ⊗ En ⊗ ...⊗ En (3.38)Si l'on note à présent p ve
teurs de En sous la forme : x1 = xi1 ei1, x2 = xi2 ei2 ,...,les produits tensoriels de E

(p)
n sont des tenseurs d'ordre p de la forme :

x1 ⊗ x2 ⊗ ...⊗ xp = xi1 xi2 ...xip (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) (3.39)ave
 i1, i2, ..., ip = 1 à n.Somme de produits tensoriels - Tous les éléments d'un espa
e produit tensoriel
E

(2)
n ne sont pas des produits tensoriels ainsi qu'on l'a vy pré
édemment. On peutgénéraliser la dé
omposition que l'on a faite pour les tenseurs d'ordre deux, selon lesformules (3.21) et (3.22), pour des tenseurs d'ordre quel
onque. Tous les ve
teurs

U de l'espa
e E
(p)
n peuvent s'é
rire sous la forme :

U = ui1 i2 ... ip (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) = (ui1 i2 ... ip ei1)⊗ (ei2 ⊗ ...⊗ eip) (3.40)ave
 i1, i2, ..., ip = 1, 2, ..., n.On a np−1 termes de la forme (ui1 i2,...,ip ei1) si l'on 
onsidère toutes les valeurs pos-sibles pour les (p− 1) indi
es i1, i2, ..., ip. Ces termes sont des ve
teurs de En de laforme :
Ui2...ip = ui1 i2 ... ip ei1 (3.41)Tout ve
teur de E

(p)
n peut don
 s'é
rire sous la forme d'une somme de np−1produits tensoriels, soit :

U = Ui2...ip ⊗ (ei2 ⊗ ...⊗ eip) (3.42)La sommation s'e�e
tuant sur les (p − 1) indi
es i2, i3, ..., ip. Tous les élémentsde E
(p)
n sont don
 des sommes d'au plus np−1 produits tensoriels de p ve
teurs.La notation générale, pour des tenseurs d'ordre p, étant assez lourde, on se 
ontenterapar la suite de 
onsidérer des espa
es E

(2)
n ou E

(3)
n , la généralisation étant souventévidente pour des espa
es d'ordre plus élevé.67



3.2.3 Classi�
ation des tenseursTous les tenseurs sont des éléments d'un espa
e ve
toriel muni d'unestru
ture de produit tensoriel. Ce sont don
 des ve
teurs. La 
réation d'unestru
ture de produit tensoriel met en jeu un 
ertain nombre p d'espa
es ve
torielsplus "élémentaires". C'est 
e nombre p qui détermine l'ordre d'un tenseur.A�n d'uni�er la 
lassi�
ation, les espa
es ve
toriels élémentaires, non munis d'unestru
ture de produit tensoriel, peuvent être 
onsidérés 
omme ayant pour élémentsdes tenseurs d'ordre un. En général, on appellera 
es éléments des ve
teurs réser-vant le nom de tenseurs à des éléments d'espa
es tensoriels d'ordre égal ou supérieurà deux.Il est 
ommode d'appeler tenseurs d'ordre zéro les grandeurs s
alaires.3.3 Produit s
alaireLes espa
es prdouits tensoriels E(p)
n , étant des espa
es ve
toriels, tous les résultatsobtenus au 
hapitre Premier leur sont appli
ables. En parti
ulier, les espa
es produitstensoriels deviennent pré-eu
lidiens lorsqu'on les munit d'un produit s
alaire ainsiqu'on va le faire maintenant.3.3.1 Produit s
alaire d'un produit tensoriel par un ve
teurde baseOn suppose que l'espa
e ve
toriel En est pré-eu
lidien ; sur ses ve
teurs de base eiest dé�ni un produit s
alaire noté : ei · ej = gij. Il en résulte que les 
omposantes
ontravariantes xi et 
ovariantes xi d'un ve
teur quel
onque x de En sont liées parla relation (1.70) :

xj = xi gij (3.43)Considérons à présent le 
as d'un espa
e tensoriel E(2)
n pour la suite des démon-strations, la généralisation à un espa
e E

(p)
n se faisant ensuite fa
ilement. Soit deuxve
teurs x et y de En et un produit tensoriel U = x⊗ y de E

(2)
n . Les 
omposantesdu produit tensoriel sont notées :

uij = xi yj (3.44)Dé�nissons le produit s
alaire de U par un ve
teur de base (ei ⊗ ej) de E
(2)
n parla relation suivante :

U · (ei ⊗ ej) = xi yj (3.45)où les quantités xi et yj sont les 
omposantes 
ovariantes respe
tivement desve
teurs x et y. Les axiomes du produit s
alaire, posés au 
hapitre Premier à partirdes propriétés PS1 à PS4, sont manifestement véri�ées par la dé�nition (3.45).Remarquons que le produit s
alaire ainsi dé�ni pour les produits tensoriels de E
(2)
n68



est lui-même tributaire de la dé�nition que l'on se donne du produit s
alaire sur Enpuisqu'on a , d'après la dé�nition des 
omposantes 
ovariantes de x et y :
xi yj = (x · ei) (y · ej) (3.46)Développant l'expression (3.45), il vient 
ompte tenu de l'expression (3.44) des
omposantes du produit tensoriel :

U · (ei ⊗ ej) =
[

ukl (ek ⊗ el)
]

· (ei ⊗ ej) =
[

xk yl (ek ⊗ el)
]

· (ei ⊗ ej)
= xk yl

[

(ek ⊗ el) · (ei ⊗ ej)
] (3.47)D'autre part, substituons l'expression (3.43) des 
omposantes 
ovariantes dansla dé�nition (3.45), on obtient :

U · (ei ⊗ ej) = (xk gki) (y
l glj) = xk yl gki glj (3.48)Puisque les ve
teurs x et y sont arbitraires, l'égalité entre les relations (3.47) et(3.48) né
essite que l'on ait :

(ek ⊗ el) · (ei ⊗ ej) = gki glj (3.49)Cette dernière expression montre que la relation (3.45) 
onstitue bien une dé�ni-tion du produit s
alaire puisque 
e
i revient à poser la relation fondamentale (3.49)que l'on peut en
ore é
rire :
(ek ⊗ el) · (ei ⊗ ej) = (ek · ei) (el · ej) (3.50)3.3.2 Produit s
alaire d'un tenseur par un ve
teur de baseTout tenseur U de E(2)

n s'é
rit sous forme d'une somme de produits tensoriels donnéepar l'expression (3.26), soit :
U = xj ⊗ fj (3.51)où les xj sont des ve
teurs de En que l'on peut é
rire sous la forme :
xj = ujk ek (3.52)Formons le produit s
alaire du tenseur U par un ve
teur de base de E

(2)
n enutilisant les relations (3.51) et (3.52), il vient :

U · (el ⊗ em) = (xj ⊗ ej) · (el ⊗ em) = ujk (ek ⊗ ej) · (el ⊗ em) (3.53)Compte tenude la relation (3.49), on obtient :
U · (el ⊗ em) = ujk gkl gjm (3.54)
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3.3.3 Produit s
alaire de deux tenseurs de même ordreConsidérons deux tenseurs de l'espa
e E
(2)
n :

U = ujk (ej ⊗ ek) ; V = vlm (el ⊗ em) (3.55)et formons le produit s
alaire U · V. il vient en utilisant les relations (3.55) :
U · V =

[

ujk (ej ⊗ ek)
]

·
[

vlm (el ⊗ em)
]

= ujk vlm (ej ⊗ ek) · (el ⊗ em) (3.56)Cette dernière expression devient, 
ompte tenu de la relation (3.49) :
U · V = ujk vlm gjl gkm (3.57)On retrouve l'expression générale du produit s
alaire de deux ve
teurs donnéepar la relation (1.45), où la numérotation des 
omposantes doit être 
onvenablementadaptée. Les quantités (gjl gkm) représentent les produits s
alaires des ve
teurs debase de l'espa
e E

(2)
n .L'espa
e produit tensoriel E(2)

n , ainsi pourvu d'un produit s
alaire, devient un es-pa
e produit tensoriel pré-eu
lidien. Ses éléments sont des tenseurs pré-eu
lidiens.3.3.4 Composantes d'un tenseur pré-eu
lidienComposantes 
ontravariantes - Soit une base (ei ⊗ ej) de l'espa
e tensoriel pré-eu
lidien E
(2)
n . Les tenseurs pré-eu
lidiensU de E(2)

n s'é
rivent sous la forme généralesuivante :
U = uij (ei ⊗ ej) (3.58)Les 
omposantes uij sont appelées les 
omposantes 
ontravariantes du tenseur U.Au 
hapitre Premier, on a vu que, pour les ve
teurs pré-eu
lidiens, 
es 
omposantesse transforment, lors d'un 
hangement de base, selon des relations qui sont le 
on-traire de 
elles des ve
teurs de base. On verra qu'il en est évidemment de même pourles 
omposantes 
ontravariantes des tenseurs pré-eu
lidiens.Composantes 
ovariantes - Rappelons que les 
omposantes 
ovariantes xj d'unve
teur quel
onque x sont dé�nies de manière générale, par la relation (1.65) :

xj = x · ej (3.59)Par suite, la relation (3.54), qui donne la valeur du produit s
alaire d'un tenseur
U par un ve
teur de base, soit :

U · (el ⊗ em) = ujk gjl gkm (3.60)représente l'expression de la 
omposante 
ovariante ulm du tenseurU. On a don
 :
ulm = ujk gjl gkm (3.61)70



On verra que les 
omposantes 
ovariantes se transforment, lors d'un 
hangementde base, de même manière que les ve
teurs de base.Composantes mixtes - On a vu, au 
hapitre 2, qu'apparaissent également les
omposantes mixtes des tenseurs. On dé�nit, par exemple, la 
omposante mixte ui
j,à partir de ses 
omposantes 
ontravariantes, par :

uj
i = gik u

kj (3.62)Cependant, on verra que l'étude des bases auxquelles sont rapportées les dif-férentes 
omposantes permet de mieux 
omprendre 
omment s'introduisent les 
om-posantes mixtes.3.3.5 Expression du produit s
alaireL'expression (3.57) représente le produit s
alaire de deux tenseurs eu
lidiens enfon
tion de leurs 
omposantes 
ontravariantes, soit :
U · V = ujk vlm gjl gkm (3.63)Les 
omposantes 
ovariantes du tenseur V sont données par l'expression (3.61),à savoir vlm = vjk gjl gkm, que l'on substitue dans la relation (3.63). On obtientl'expression du produit s
alaire de deux tenseurs sous la forme :

U · V = ujk vjk (3.64)On retrouve l'expression (1.75) du produit s
alaire de deux ve
teurs en fon
tionde leurs 
omposantes 
ontravariantes et 
ovariantes.3.3.6 Tenseurs eu
lidiens d'ordre quel
onqueLes résultats pré
édents se généralisent pour des tenseurs d'ordre quel
onque. Soitun espa
e tensoriel E(p)
n dont les ve
teurs de base notés : (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ... ⊗ eip), larelation (3.49) devient :

(ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) · (ej1 ⊗ ej2 ⊗ ...⊗ ejp) = gi1j1 gi2j2 ... gipjp (3.65)Le produit s
alaire de deux tenseurs U et V de E
(p)
n s'é
rit, en généralisant larelation (3.57) :

U · V = ui1 i2 ... ip vj1 j2 ... jp gi1j1 gi2j2 ... gipjp (3.66)Les relations entre les 
omposantes 
ovariantes et 
ontravariantes, données par(3.61), s'é
rivent pour un tenseur d'ordre p :
vi1 i2 ... ip = vj1 j2 ... jp gi1j1 gi2j2 ... gipjp (3.67)La généralisation de la relation (3.64) donne également l'expression du produits
alaire en fon
tion des 
omposantes 
ontravariantes et 
ovariantes ; on a la relation :71



U · V = ui1 i2 ... ip vi1 i2 ... ip (3.68)Le produit s
alaire de deux ve
teurs est donné par la somme des pro-duits de leurs 
omposantes 
ontravariantes et 
ovariantes.3.4 Bases d'un espa
e produit tensoriel3.4.1 Bases ré
iproquesLa notion de bases ré
iproques a été dé�nie au 
ours du premier 
hapitre. Les espa
estensoriels ayant pour base des ve
teurs, on va pouvoir généraliser la notion de basesré
iproques aux espa
es produits tensoriels pré-eu
lidiens. On va alors retrouver lesmêmes propriétés de dé
omposition des tenseurs sur les bases ré
iproques que 
ellesque l'on a mises en éviden
e pour les ve
teurs.Produits tensoriels de ve
teurs ré
iproques - Choisissons une base (ei) del'espa
e ve
toriel En dont la base ré
iproque est notée (ej). La dé
omposition desve
teurs ei et ej sur leur base ré
iproque est donnée par les relations (1.90) et(1.91), à savoir :
(a) ei = gik e

k ; (b) ek = gik ei (3.69)Si les ve
teurs eij = ei ⊗ ej forment une base de E
(2)
n , il en est de même pour lesve
teurs eij = ei ⊗ ej puisque les ve
teurs ek sont des ve
teurs de base de En et parsuite de l'axiome PT3 du produit tensoriel.On va montrer que les sysy �mes de ve
teurs (ei⊗ej) et (ei⊗ej) sont ré
iproques ;pour 
ela formons leur produit s
alaire en utilisant l'expression (3.69)(b), il vient :

(ei ⊗ ej) · (ek ⊗ el) = gkm glp (ei ⊗ ej) · (em ⊗ ep) (3.70)Les relations (3.49) et (1.102) : gkm gim = δki, nous donnent par substitutiondans le produit s
alaire pré
édent :
eij · ekl = gkm glp gim gjp = (gkm gim)(g

lp gjp) = δki δlj (3.71)On obtient la relation de dé�nition (1.85) d'un système de ve
teurs ré
iproques,la notation indi
ielle devant naturellement être adaptée par rapport à la relation(1.85). Tous les ve
teurs eij sont orthogonaux aux ve
teurs ekl, sauf pour i = 1k,l = j.Les relations entre les ve
teurs ré
iproques sont don
 identiques à 
elles obtenuesau 
hapitre Premier. On a par exemple, en substituant la relation (3.69)(a) dansl'expression des ve
teurs de base ei ⊗ ej :
eij = (ei ⊗ ej) = (gik e

k)⊗ (gjl e
l) = gik gjl e

kl (3.72)Produits tensoriels mixtes - On peut former d'autres bases de l'espa
e E
(2)
nen e�e
tuant des 
ombinaisons des bases ré
iproques (ei) et (ej) de En. On obtientainsi deux autres types de ve
teurs de base de E

(2)
n de la forme :72



ei
j = ei ⊗ ej ; e

i
j = ei ⊗ ej (3.73)Ces deux bases sont di�érentes puisque le produit tensoriel n'est pas
ommutatif. L'ordre des indi
es est don
 important pour la notation puisqu'il in-dique l'ordre dans lequel est e�e
tué le produit tensoriel des ve
teurs de base de En.Montrons que les systèmes de ve
teurs donnés par la relation (3.73) sont ré
ipro-ques. E�e
tuons le produit s
alaire des ve
teurs ei j et ekl en utilisant la relation(3.69)(b), il vient :

(ei ⊗ ej) · (ek ⊗ el) = gjm gkp (ei ⊗ em) · (ep ⊗ el) (3.74)Les relations (3.49) et (1.102) substituées dans (3.74), donnent :
ei
j · ekl = gjm gkp gip gml = (gjm gml) (g

kp gip) = δjl δki (3.75)Les systèmes ei j et ekl 
onstituent deux bases ré
iproques de E
(2)
n .Les ve
teurs des di�érentes bases de E

(2)
n peuvent s'exprimer en fon
tion les unsdes autres. On a par exemple :

ei
j = ei ⊗ ej = gik (e

k ⊗ ej) = gik e
kj (3.76)On remarque que le passage d'un type de ve
teur à un autre s'e�e
tue toujourspar multipli
ation par des quantités gik ou gik et sommation. L'abaissement d'unseul indi
e (relation (3.76) par exemple) de la position supérieure 
ontravarianteà la position inférieure 
ovariante, ne né
essite qu'une seule quantité gik. Par 
on-tre l'abaissement de deux indi
es (relation (3.72) par exemple), fait intervenir desproduits de la forme gik gjl.3.4.2 Composantes des tenseurs pré-eu
lidiensComposantes 
ontravariantes et 
ovariantes - Comme pour les ve
teurs, lanotion de 
ontravarian
e et de 
ovarian
e est relative au 
hoix de la base que l'on
onsidère 
omme étant 
elle de référen
e. En parti
ulier les 
omposantes 
ovariantesrelativement à une base deviennent 
ontravariantes dans la base ré
iproque. Consid-érons la base notée eij = ei ⊗ ej 
omme étant la base de référen
e de E

(2)
n . On note

e
ij = ei ⊗ ej sa base ré
iproque.La dé
omposition d'un tenseur U de E

(2)
n s'é
rit sur 
es bases :

U = uij (ei ⊗ fj) = ukl (e
k ⊗ el) (3.77)ave
 ukl = U · (ek ⊗ el). Les quantités uij sont les 
omposantes 
ontravariantesde U par rapport à la base eij ; on peut également dire que 
es 
omposantes uij sontdeux fois 
ontravariantes par rapport à la base ei de En.
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Les quantités ukl sont les 
omposantes 
ovariantes de U par rapport à la base
eij ; on peut dire également que 
es 
omposantes sont deux fois 
ovariantes par rap-port à la base ei de En. Dans la formule (3.77) les 
omposantes ukl apparaissentégalement 
omme les 
omposantes 
ontravariantes dans la base eij ; les quantités uklsont également deux fois 
ontravariantes par rapport à la base ei.On va retrouver la relation (3.61) entre les 
omposantes 
ontravariantes et 
o-variantes. Substituons dans (3.77) l'expression (3.72), il vient :

U = uij (ei ⊗ ej) = uij
[

gik gjl (e
k ⊗ el)

]

= ukl (e
k ⊗ el) (3.78)Identi�ant les 
omposantes relatives à un même ve
teur de base, on obtient larelation (3.61) entre 
omposantes 
ontravariantes et 
ovariantes :

ukl = uij gik gjl (3.79)
e qui permet le 
al
ul des 
omposantes 
ovariantes 
onnaissant les 
omposantes
ontravariantes.Inversement, on peut obtenir l'expression des 
omposantes 
ontravariantes enfon
tion des 
ovariantes en résolvant le système algébrique de n2 équations (3.79).Plus simplement, l'utilisation de l'expression (3.69)(b) permet d'é
rire la relation(3.77) sous la forme :
U = ukl (e

k ⊗ el) = ukl (g
ki ei ⊗ glj ej) = ukl g

ki glj (ei ⊗ ej) = uij (ei ⊗ ej) (3.80)L'identi�
ation des 
omposantes du tenseur U nous donne :
uij = ukl g

ki glj (3.81)Connaissant les 
omposantes 
ovariantes, on peut déduire de la relation (3.81)les 
omposantes 
ontravariantes de U.Composantes mixtes - Lorsqu'un tenseur U est dé
omposé sur une base mixte
ei
j sous la forme :

U = ui
j (ei ⊗ ej) (3.82)les 
omposantes ui

j sont appelées 
omposantes mixtes. On dit que ui
j est une
omposante une fois 
ontravariante et une fois 
ovariante par rapport à la base ei,
e qui justi�e le terme de 
omposante mixte.Les 
omposantes mixtes s'expriment en fon
tion des autres types de 
omposantes.Pour obtenir 
es diverses expressions, il su�t de transformer les ve
teurs de base eiou ei en utilisant les relations (3.69). On a par exemple :

U = ui
j (ei ⊗ ej) = ui

j (gik e
k ⊗ ej) = ui

j gik (e
k ⊗ ej) = ukj (e

k ⊗ ej) (3.83)Par identi�
ation des 
omposantes de l'expression pré
édente, il vient :74



ukj = ui
j gik (3.84)Inversement on a, en utilisant (3.69)(b) :

ukj (e
k ⊗ ej) = ukj (g

ki ei ⊗ ej) = ukj g
ki(ei ⊗ ej) = ui

j (ei ⊗ ej) (3.85)soit en identi�ant les 
omposantes de l'expression pré
édente :
ui
j = ukj g

ki (3.86)3.4.3 Tenseurs d'ordre quel
onqueLes formules pré
édentes, pour les bases et les 
omposantes des tenseurs de E
(2)
n , segénéralisent pour des tenseurs d'ordre p quel
onque. Les bases d'un espa
e tensoriel

E
(p)
n seront des 
ombinaisons des ve
teurs ré
iproques ei et ej de En.La base suivante (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ... ⊗ eip), donne la dé
omposition d'un tenseur Ude E

(p)
n sous la forme :

U = ui1 i2 ... ip (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) (3.87)Les quantités ui1 i2 ... ip sont les 
omposantes p fois 
ontravariantes par rapport àla base ei. On dira plus simplement que 
e sont les 
omposantes 
ontravariantes de
U par rapport à la base (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip).La base ré
iproque de (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) est notée (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) et letenseur U se dé
ompose sur 
ette base sous la forme :

U = ui1 i2 ... ip (e
i1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip) (3.88)Les quantités ui1 i2 ... ip sont les 
omposantes p fois 
ovariantes par rapport à labase ei. On dira que 
e sont les 
omposantes 
ovariantes du tenseur U par rapportà la base (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip).Les bases mixtes sont obtenues en 
ombinant diversement des ve
teurs ei et ej.Par exemple, la base mixte (ei1⊗ei2⊗ei3⊗...⊗eip) donne la dé
omposition suivanted'un tenseur U :

U = ui1
i2
i3 ... ip (ei1 ⊗ ei2 ⊗ ei3 ⊗ ...⊗ eip)Les quantités ui1

i2
i3 ... ip sont les 
omposantes mixtes d'un tenseur U. Ces 
om-posantes sont une fois 
ovariante et (p−1) fois 
ontravariantes par rapport à la base

ei. Les diverses relations entre les 
omposantes de type di�érent se généralisent.On a par exemple, pour les 
omposantes 
ovariantes en fon
tion des 
omposantes
ontravariantes : 75



ui1 i2 ... ip = gi1 k1 gi2 k2 ... gip kp u
k1 k2 ... kp (3.89)Inversement, les 
omposantes 
ontravriantes s'expriment en fon
tion des 
om-posantes 
ovariantes sous la forme :

ui1 i2 ... ip = gi1 k1 gi2 k2 ... gip kp uk1 k2 ... kp (3.90)La 
omposante mixte u
i2 ... ip
i1

, une fois 
ovariante et (p− 1) fois 
ontravariantes,s'obtient à partir des 
omposantes 
ontravariantes par :
u
i2 ... ip
i1

= gi1 k1 u
k1 i2 ... ip (3.91)La 
omposante mixte ui2 ... ip

i1 i2
, deux fois 
ovariantes et (p−2) fois 
ontravariantes,s'obtient à partir des 
omposantes 
ontravariantes par :

u
i3 ... ip
i1 i2

= gi1 k1 gi2 k2 u
k1 k2 i3 ... ip (3.92)La 
omposante mixte ui1

i2 ... ip
, une fois 
ontravariante et (p− 1) fois 
ovariantes,s'obtient à partir des 
omposantes 
ovariantes par :

ui1
i2 ... ip

= gi1 k1 uk1 i2 ... ip (3.93)On voit que, par multipli
ation par une quantité gij ou gij et som-mation, on peut pla
er 
ha
un des indi
es d'un tenseur en position soit
ontravariante, soit 
ovariante.3.4.4 Changement de baseOn a vu, au 
hapitre II, les propriétés de 
hangement de base des 
omposantes destenseurs d'ordre deux. Ces propriétés ont servi, au 
ours du 
ahpitre II, à dé�nirles 
omposantes d'un tenseur d'ordre deux à partir de n2 quantités données. On varetrouver maintenant 
es propriétés de 
hangement de base 
omme 
onséquen
es dela dé�nition des espa
es tensoriels donnée dans le présent 
hapitre.Considérons un espa
e ve
toriel En rapporté aux bases ei et ej telles que :
(a) ei = A′k

i e′k ; (b) e′k = Ai
k ei (3.94)Choisissons, à titre d'exemple, le 
as d'un espa
e tensoriel eu
lidien E

(3)
n dont labase asso
iée à ei est 
onstituée par les ve
teurs ei⊗ej⊗ek et 
elle asso
iée à e′j est

e′l ⊗ e′m ⊗ e′r. Substituant les relations (3.94) dans 
haque base asso
iée et 
omptetenu des propriétés du produit tensoriel, on obtient :
(a) ei ⊗ ej ⊗ ek = (A′l

i A
′m
j A′r

k ) e
′

l ⊗ e′m ⊗ e′r (3.95)
(b) e′l ⊗ e′m ⊗ e′r = (Ai

l A
j
mAk

r) ei ⊗ ej ⊗ ek (3.96)76



Composantes 
ontravariantes - Soit un tenseur U de l'espa
e tensoriel E(3)
n dontla dé
omposition rapportée à 
ha
une des bases pré
é
entes est :

U = uijk (ei ⊗ ej ⊗ ek) = u′lmr (e′l ⊗ e′m ⊗ e′r) (3.97)Substituons la relation (3.95) dans l'expression (3.97), il vient :
U = uijk (A′l

i A
′m
j A′r

k ) e
′

l ⊗ e′m ⊗ e′r (3.98)Comparant les 
omposantes relatives aux mêmes ve
teurs de base e′l ⊗ e′m ⊗ e′rdes relations pré
édentes, on obtient :
u′lmr = (A′l

i A
′m
j A′r

k ) u
ijk (3.99)C'est l'expression reliant les 
omposantes 
ontravariantes d'un tenseur d'ordretrois d'une base dans une autre. Cette formule se généralise à un tenseur d'ordrequel
onque. Inversement, on a :

uijk = (Ai
l A

j
mAk

r) u
′lmr (3.100)On véri�e que les 
omposantes 
ontravariantes uijk se transforment selon desformules 
ontraires de 
elles des ve
teurs de base de E

(3)
n .Composantes 
ovariantes - Les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur eu
lidien

U sont données, dans 
haque base, par le produit s
alaire :
(a) U · (ei ⊗ ej ⊗ ek) = uijk ; (b) U · (e′l ⊗ e′m ⊗ e′r) = u′

lmr (3.101)Substituons dans la relation (3.101)(a) la formule de 
hangement de base (3.95),il vient :
uijk = U ·

[

(A′l
i A

′m
j A′r

k ) e
′

l ⊗ e′m ⊗ e′r
]

= (A′l
i A

′m
j A′r

k ) u
′

lmr (3.102)C'est l'expression reliant les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur d'ordre troisd'une base dans une autre et 
ette formule se généralise à des tenseurs d'ordrequel
onque. Inversement, on a :
u′

lmr = (Ai
l A

j
mAk

r) uijk (3.103)Les 
omposantes 
ovariantes uijk se transforment de la même manière que lesve
teurs de base de E
(3)
n .Composantes mixtes - Considérons deux systèmes de ve
teurs ré
iproques ; d'unepart ei et ej et d'autre part e′l et e′m. Ces bases sont liées entre elles par les relations(3.94) et les ve
teurs ré
iproques sont tels que :

ej = Aj
m e′m ; e′m = A′m

j ej (3.104)Soient deux bases asso
iées de E
(3)
n telles que (ei ⊗ ej ⊗ ek) et (e′l ⊗ e′m ⊗ e′r) ;on a les relations suivantes entre les bases :77



(a) ei ⊗ ej ⊗ ek = (A′l
i A

j
mA′r

k ) e
′

l ⊗ e′m ⊗ e′r (3.105)
(b) e′l ⊗ e′m ⊗ e′r = (Ai

l A
′m
j Ak

r) ei ⊗ ej ⊗ ek (3.106)Considérons un tenseur U de E
(3)
n dont la dé
omposition sur 
es bases nousdonne :

U = uik
j ei ⊗ ej ⊗ ek = u′lr

m e′l ⊗ e′m ⊗ e′r (3.107)Substituons dans la relation pré
édente les expressions (3.105) et (3.106), ilvient :
U = uik

j (A′l
i A

j
mA′r

k ) e
′

l ⊗ e′m ⊗ e′r = u′lr
m (Ai

l A
′m
j Ak

r) ei ⊗ ej ⊗ ek (3.108)Comparant les 
omposantes d'un même ve
teur de base dans les relations (3.107),on obtient :
uik
j = u′lr

m (Ai
l A

′m
j Ak

r) ; u′lr
m = uik

j (A′l
i A

j
mA′r

k ) (3.109)Ce sont les relations liant les 
omposantes mixtes d'un tenseur d'ordre trois d'unebase dans une autre où l'on voit apparaître la règle de formation des formules de
hangement de base pour des tenseurs d'ordre quel
onque.3.4.5 Critère de tensorialitéRé
iproquement, donnons-nous un système de n3 quantités, par exemple uijk, etratta
hons 
es quantités à une base ei ⊗ ej ⊗ ek. Si l'on e�e
tue un 
hangement debase tel que e′l ⊗ e′m ⊗ e′r dé�ni par les relations (3.95) et (3.96), et si les quan-tités uijk se transforment dans 
e 
hangement de base selon les formules (3.102) et(3.103), alors on peut faire 
orrespondre un tenseur U à 
es n3 quantités uijk qui
onstituent les 
omposantes 
ontravariantes de 
e tenseur. Ces 
omposantes dé�nis-sent le même tenseur U par rapport à n'importe quelle base puisqu'elles véri�ent leslois de transformation.On peut faire les mêmes remarques en 
e qui 
on
erne les 
omposantes 
ovari-antes et les 
omposantes mixtes. De plus, 
es remarques sont valables pour destenseurs d'ordre quel
onque.On a don
 le théorème suivant : Pour qu'une suite de n3 quantités, rap-portées à une base d'un espa
e tensoriel E
(3)
n , puisse être 
onsidérée
omme 
omposantes d'un tenseur, il faut et il su�t que 
es quantitéssoient liées entre elles, dans deux bases di�érentes de E

(3)
n , par les for-mules pré
édentes de transformation des 
omposantes.Cette 
on
lusion se généralise à np quantités pouvant 
onstituer les 
omposantesd'un tenseur d'un espa
e tensoriel E(p)

n . Ce théorème peut servir de dé�nition des
omposantes d'un tenseur ainsi qu'on l'a fait au 
hapitre 2.78



3.5 Opérations sur les tenseurs3.5.1 Addition de tenseurs du même ordreLes tenseurs vont suivre la règle 
lassique d'addition des ve
teurs. Si l'on sedonne deux tenseurs U = uijk ei ⊗ ej ⊗ ek et V = vijk ei ⊗ ej ⊗ ek, l'addition leurfait 
orrespondre un autre tenseur T dont les 
omposantes 
ontravariantes sont lasomme des 
omposantes 
ontravariantes des tenseurs U et V, soit :
T = U +V = (uijk + vijk) ei ⊗ ej ⊗ ek (3.110)Pour s'additionner, les tenseurs doivent évidemment être rapportés à une mêmebase. La somme des 
omposantes 
ovariantes de deux tenseurs donne les 
omposantes
ovariantes de leur somme. Il en est de même pour les 
omposantes mixtes relativesà une même base.3.5.2 Multipli
ation tensorielleLes espa
es produits tensoriels étant également des espa
es ve
toriels, ils peuventêtre utilisés pour former d'autres espa
es produits tensoriels.Soit, par exemple, un tenseur U appartenant à un espa
e E(2)

n et un autre V, élé-ment d'un autre espa
e E(3)
n . La multipli
ation tensorielle va leur faire 
orrespondreun tenseur d'ordre 
inq. Soient uij et vklm leurs 
omposantes respe
tives ; le produittensoriel T = U⊗V aura pour 
omposantes :

wijklm = uij vklm (3.111)Le produit tensoriel T est un tenseur de l'espa
e produit tensoriel E(5)
n = E

(2)
n ⊗

E
(3)
n . Si l'on 
onsidère que les grandeurs s
alaires sont des tenseurs d'ordre zéro, lamultipli
ation d'un tenseur par un s
alaire apparaît alors 
omme un 
as parti
ulierde la multipli
ation tensorielle.3.5.3 Contra
tion des indi
esEn dehors des opérations d'addition et de multipli
ation tensorielle, il existe uneopération qui permet, à partir d'un tenseur donné, d'en obtenir d'autres : 
'estl'opération de 
ontra
tion des indi
es.Exemple : produit s
alaire - Considérons le produit tensoriel de deux ve
teurs xet y de 
omposantes respe
tives 
ontravariantes xi et 
ovariantes yj. Les 
omposantesmixtes du produit tensoriel V de 
es deux ve
teurs sont :

vij = xi yj (3.112)E�e
tuons l'addition des di�érentes 
omposantes du tenseur V telles que i = j,soit : 79



v = xi yi (3.113)On obtient l'expression du produit s
alaire des ve
teurs x et y ; la quantité vest un s
alaire ou tenseur d'ordre zéro. Une telle addition des indi
es de varian
edi�érente 
onstitue, par dé�nition, l'opération de 
ontra
tion des indi
es dutenseur V. Cette opération a permis de passer d'un tenseur d'ordre deux à untenseur d'ordre zéro ; le tenseur V a été amputé d'une 
ovarian
e et d'une 
on-travarian
e.Exemple : tenseur d'ordre trois - Prenons l'exemple d'un tenseur U dont les
omposantes mixtes sont uij
k . Considérons 
ertaines de ses 
omposantes telles que

j = k, à savoir les quantités uij
j et e�e
tuons l'addition de 
es dernières ; on obtient :

vi = ui1
1 + ui2

2 + ...+ uin
n = δkj u

ij
k (3.114)Ces nouvelles quantités vi forment les 
omposantes d'un tenseur V d'ordre un(ve
teur) ainsi qu'on va le véri�er. Les quantités vi 
onstituent des 
omposantes
ontra
tées du tenseur U.Véri�ons que les quantités vi satisfont bien aux formules de 
hangement de basedes ve
teurs. Pour 
ela, supposons que les 
omposantes uij

k du tenseur U aient étédé�nies sur une base ei et 
hoisissons une autre base e′k telle que :
(a) ei = A′k

i e′k ; (b) e′k = Ai
k ei (3.115)Dans la base e′k, le tenseur U a 
omme nouvelles 
omposantes 
ontra
tées :

v′l = δhm u′lm
h (3.116)où les nouvelles 
omposantes u′lm

h ont pour expression : u′lm
h = A′l

i A
′m
j Ak

h u
ij
k .On obtient alors pour expression des 
omposantes 
ontra
tées données par larelation (3.114) :

v′l = δhmA′l
i A

′m
j Ak

h u
ij
k = A′l

i (δ
h
m A′m

j Ak
h) u

ij
k = A′l

i (A
′m
j Ak

m) u
ij
k (3.117)Ave
 la relation suivante : A′m

j Ak
m = δkj , l'expression (3.117) devient :

v′l = A′l
i δ

k
j u

ij
k = A′l

i v
i (3.118)On obtient la formule de transformation des 
omposantes d'un tenseur d'ordreun. On dit que le tenseur V est le tenseur 
ontra
té, en j et k, du tenseur U.La 
ontra
tion des 
omposantes mixtes d'un tenseur ampute simultanément 
es
omposantes d'une 
ovarian
e et d'une 
ontravarian
e. Dans l'exemple pré
édent,on est ainsi passé d'un tenseur d'ordre trois à un tenseur d'ordre un.80



Tenseur d'ordre quel
onque - L'opération de 
ontra
tion 
onsiste don
,après avoir 
hoisi deux indi
es, l'un 
ovariant, l'autre 
ontravariant, à leségaler et à sommer par rapport à 
et indi
e deux fois répété.Si l'on part de l'expression des 
omposantes 
ontravariantes ou 
ovariantes d'untenseur, on peut abaisser ou élever l'un des indi
es par multipli
ation par gij ou
gij et sommation, a�n d'obtenir des 
omposantes mixtes sur lesquelles on e�e
tuel'opération de 
ontra
tion.Considéronsun tenseur eu
lidien U de 
omposantes 
ontravariantes ui1 i2 ..., ip.É
rivons les 
omposantes mixtes de U en abaissant à la position 
ovariante l'indi
e
i1 par exemple, soit :

u
i2 ..., ip
j1

= gi1 j1 u
i1 i2 ..., ip (3.119)Choisissons par exemple l'indi
e i2 et e�e
tuons la 
ontra
tion ave
 l'indi
e j1,posons i2 = j1 = k ; il vient :

vi3 i4 ..., ip = u
k i3 ..., ip
k = gi1 k u

i1 k i3 ... ip (3.120)On obtient un tenseur d'ordre (p− 2). Par suite de la symétrie des quantités gij,
e tenseur est identique à 
elui que l'on obtient en abaissant à la position 
ovariantel'indi
e i2 puis en e�e
tuant la 
ontra
tion ave
 l'indi
e i1, soit :
vi3 i4 ..., ip = u

k i3 ..., ip
k = gi2 k u

k i2 i3 ... ip (3.121)De manière générale, la 
ontra
tion d'un tenseur permet de former un tenseurd'ordre (p−2) à partir d'un tenseur d'ordre p. On peut naturellement répéter l'opéra-tion de 
ontra
tion. Ainsi, un tenseur d'ordre pair, 2p, deviendra un s
alaire après
p 
ontra
tions et un tenseur d'ordre impair, 2p+ 1, deviendra un ve
teur.3.5.4 Multipli
ation 
ontra
téeL'utilisation su

essive de la multipli
ation tensorielle puis de la 
ontra
tion d'indi
ess'appelle la multipli
ation 
ontra
tée.L'exemple pré
édent (3.112) du produit tensoriel de deux ve
teurs puis de la
ontra
tion du tenseur (3.113) donnant un produit s
alaire, est un exemple de mul-tipli
ation 
ontra
tée des tenseurs x et y d'ordre un.Considérons les 
omposantes de deux tenseurs, uijk et vlmrs par exemple. Leurproduit tensoriel donne un nouveau tenseur W d'ordre sept, de 
omposantes :

wijk
lmrs = uijk vlmrs (3.122)E�e
tuons une 
ontra
tion du produit tensoriel sur les indi
es i et l, par exemple ;on obtient l'un des produits 
ontra
tés possibles à partir du tenseur W, formant untenseur d'ordre 
inq : 81



tjkmrs = uijk vimrs (3.123)L'opération de 
ontra
tion peut être répétée en
ore deux fois sur 
e même tenseur,aboutissant à un tenseur d'ordre un.3.5.5 Critères de tensorialitéOn a vu, jusqu'à présent, deux manières de re
onnaître le 
ara
tère tensoriel d'unesuite de quantités.La première 
onsiste à démontrer que 
es quantités sont formées par leproduit tensoriel des 
omposantes de ve
teurs ou par une somme de pro-duits tensoriels. Ce 
ritère résulte dire
tement de la dé�nition même destenseurs.La deuxième 
onsiste à étudier la manière dont 
es quantités se transfor-ment lors d'un 
hangement de base et à véri�er la 
onformité des formulesde transformation.La multipli
ation 
ontra
tée va nous permettre d'obtenir un autre 
ritèrede tensorialité qui peut être d'un maniement plus fa
ile et plus rapideque les pré
édents. Les démonstrations vont être e�e
tuées sur des exemples maiselles se généralisent à des tenseurs d'ordre quel
onque.Produit 
omplètement 
ontra
té - Considérons la suite des n3 quantités uij
k , at-ta
hées à une base ei⊗ej⊗ek et 
her
hons un moyen de déterminer si elles peuvent
onstituer les 
omposantes d'un tenseur.Soit d'autre part, des ve
teurs x = xi e

i, y = yj e
j, z = zk ek. Si la suite uij

k esttensorielle, alors le produit 
ontra
té :
α = uij

k xi yj z
k (3.124)
onstitue une quantité s
alaire, invariante par 
hangement de base, selon les pro-priétés du produit 
ontra
té.Ré
iproquement, supposons qu'un tel produit soit un s
alaire et démontronsalors que les quantités uij

k qui �gurent dans 
e produit, sont tensorielles. Appelonsrespe
tivement x′

l,y′m et z′r, les 
omposantes des ve
teurs x, y et z dans une nouvellebase e′l telle que :
(a) ej = A′m

j e′m ; (b) e′l = Ai
l ei (3.125)Les 
omposantes du tenseur sont notées u′lm dans la nouvelle base e′l. É
rivonsque le produit (3.124) est un s
alaire indépendant de la base, soit, en tenant 
omptedes formules de 
hangement de base des 
omposantes :82



u′lm
r x′

l y
′

m z′r = uij
k xi yj z

k = uij
k (A′l

i A
′m
j Ak

r) x
′

l y
′

m z′r (3.126)Puisque le 
hoix des ve
teurs x,y et z est arbitraire, 
ette dernière égalité doitêtre assurée quelles que soient les quantités x′

l, y′m et z′r, 
e qui implique :
u′lm
r = uij

k (A′l
i A

′m
j Ak

r) (3.127)
e qui montre le 
ara
tère tensoriel des quantités uij
k .En généralisant, on aboutit à la 
on
lusion suivante : pour qu'un ensemble de

np+q quantités, 
omportant p indi
es supérieurs et q indi
es inférieurs, soittensoriel, il faut et il su�t que leur produit 
omplètement 
ontra
té parles 
omposantes 
ontravariantes de p ve
teurs quel
onques et les 
om-posantes 
ovariantes de q ve
teurs quel
onques, soit une quantité quidemeure invariante par 
hangement de base.Critère général de tensorialité - Lorsque le produit n'est pas 
omplètement 
on-tra
té, on obtient un 
ritère de tensorialité qui généralise le pré
édent.Considérons toujours l'exemple des quantités uij
k et soit le produit 
ontra
té surl'indi
e k, pour un ve
teur z arbitraire :

vij = uij
k zk (3.128)Si uij

k est une suite tensorielle, on a vu que le produit 
ontra
té vij est tensoriel.Ré
iproquement, si vij est une suite tensorielle, alors la quantité vij xi yj, étantun produit 
ontra
té, est un s
alaire, pour des 
hoix arbitraires des ve
teurs x et y.Dans 
e 
as, la quantité uij
k xi yj z

k (égale à vij xi yj) est un s
alaire, pour des 
hoixarbitraires des ve
teurs x, y et z. C'est pré
isement le 
ritère de tensorialité desquantités uij
k qui a été démontré pré
édemment.Ce 
ritère de tensorialité est don
 le suivant : pour que n3 quantités uij

k , at-ta
hées à une base, soient les 
omposantes d'un tenseur, il faut et il su�tque, quel que soit le tenseur d'ordre un de 
omposantes zk, les n2 quan-tités uij
k zk soient les 
omposantes d'un tenseur.Ce 
ritère se généralise à des tenseurs d'ordre quel
onque. On peut énon
er demanière 
ondensée le 
ritère général de tensorialité :Si un produit 
ontra
té d'une quantité U ave
 tout tenseur arbitraireest lui-même un tenseur, alors U est aussi un tenseur.
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3.6 Tenseurs parti
uliers3.6.1 Tenseur symétriqueConsidérons un tenseur U d'ordre deux de 
omposantes 
ontravariantes uij. Sup-posons que, suivant une base parti
ulière (ei), toutes les 
omposantes satisfassentaux relations :
uij = uji (3.129)Sur une autre base e′l, liée à la pré
édente par les relations (3.115), les nouvelles
omposantes u′lm véri�ent la relation :

u′lm = A′l
i A

′m
j uij = A′l

i A
′m
j uji = u′ml (3.130)La propriété uij = uji est don
 une 
ara
téristique intrinsèque du tenseur U,indépendante de la base. On dit que le tenseur est symétrique.La propriété de symétrie se véri�e également pour les 
omposantes 
ovariantesd'un tenseur symétrique puisqu'on a :

ulk = gli gkj u
ij = gli gkj u

ji = ukl (3.131)Ré
iproquement, la symétrie des 
omposantes 
ovariantes entraîne 
elle des 
om-posantes 
ontravariantes.Pour des tenseurs d'ordre plus élevé, la symétrie peut être partielle, portant surdeux indi
es 
ovariants ou deux indi
es 
ontravariants. Ainsi, un tenseur d'ordrequatre, de 
omposantes mixtes uijk
l peut être partiellement symétrique en i et j, parexemple, soit :

uijk
l = ujik

l (3.132)On véri�e, de même que 
i-dessus, qu'une telle propriété est intrinsèque.Un tenseur sera dit 
omplètement symétrique si toute transposition de deux in-di
es de même varian
e, 
hange la 
omposante 
orrespondante en elle-même. Parexemple, pour un tenseur d'ordre trois uijk, 
omplètement symétrique, on a les 
om-posantes suivantes qui sont égales entre elles :
uijk = ujik = ukji = uikj (3.133)3.6.2 Quadrique représentative d'un tenseur symétriqueOn peut obtenir une représentation géométrique des valeurs des 
omposantes d'untenseur symétrique d'ordre deux.Pour 
ela, 
onsidérons, dans l'espa
e géométrique ordinaire de 
oordonnées xi,l'équation suivante : 84



aij x
i yj = 1 ; i, j = 1, 2, 3 (3.134)où les aij sont des 
oe�
ients donnés. Supposons que 
es 
oe�
ients soient telsque : aij = aji. L'équation pré
édente s'é
rit alors :

a11 x
2
1 + a22 x

2
2 + a33 x

2
3 + 2a12 x1 x2 + 2a23 x2 x3 + 2a31 x3 x1 = 1 (3.135)C'est l'équation générale d'une surfa
e du se
ond degré ou quandrique rapportéeà un système d'axes dont l'origine est en son 
entre. Ces surfa
es sont des ellipsoïdesou des hyperboloïdes, selon les valeurs des quantités aij .Étudions 
omment se transforment les quantités aij lorsqu'on e�e
tue un 
hange-ment de 
oordonnées tel que :

(a) x′k = A′k
i xi ; (b) xi = Ai

k x
′k (3.136)L'équation de la quadrique (3.134) s'é
rit dans 
e nouveau système de 
oordon-nées :

aij x
i yj = aij A

i
k A

j
m x′k x′m = a′km x′k x′m = 1 (3.137)d'où l'expression des 
oe�
ients dans le nouveau système d'axes :

a′km = Ai
k A

j
m aij (3.138)Les 
oe�
ients aij se transforment 
omme les 
omposantes 
ovariantes d'untenseur d'ordre deux. Ré
iproquement, si les quantités aij sont les 
omposantes d'untenseur symétrique, 
es 
omposantes dé�nissent les 
oe�
ients d'une quadrique. Ilexiste don
 une 
ertaine équivalen
e entre un tenseur symétrique et les 
oe�
ientsd'une quadrique. On dira que la surfa
e d'équation (3.135) est la quadrique représen-tative d'un tenseur symétrique.Composantes prin
ipales d'un tenseur symétrique - Il existe un système de
oordonnées orthonormées par rapport auquel l'équation d'une quadrique prend laforme simple :

b1 x
2
1 + b2 x

2
2 + b3 x

2
3 = 1 (3.139)Dans 
e 
as, les ve
teurs de base sont portés par les axes prin
ipaux de laquadrique. Dans 
e système de 
oordonnées, les 
omposantes du tenseur aij se ré-duisent à : a11 = b1, a22 = b2, a33 = b3, aij = 0 pour les autres 
omposantes. Lesquantités bi sont appelées les 
omposantes prin
ipales du tenseur aij.Si les quantités b1, b2, b3, sont positives, la surfa
e est un ellipsoïde ; si deux quan-tités sont stri
etement positives et la troisìeme stri
tement négative, on a un hyper-boloïde à une nappe ; si deux quantités sont stri
tement négatives et la troisièmestri
tement positive, on a un hyperboloïde à deux nappes. La 
omporaison de l'équa-tion (3.139) ave
 l'équation 
lassique : 85



x2
1

a2
+

x2
2

b2
+

x2
3

c2
= 1 (3.140)où a, b, c sont les longueurs des demi-axes d'un ellipsoïde, montre que l'on a :

a = 1/(b1)
1/2 ; b = 1/(b2)

1/2 ; c = 1/(b3)
1/2 (3.141)3.6.3 Le tenseur fondamentalComposantes 
ovariantes - Nous avons vu au 
hapitre 2 la dé�nition des 
om-posantes 
ovariantes gij du tenseur fondamental, à savoir :

gij = ei · ej (3.142)Ces quantités interviennent entre autres, dans l'expression du produit s
alaire dedeux ve
teurs x et y, de 
omposantes 
ontravariantes xi et yj, donnée par la relation(1.45), soit :
x · y = gij x

i yj (3.143)Utilisons le 
ritère général de tensorialité pour mettre en eviden
e le 
ara
tèretensoriel des gij. L'expression gij x
i yj est un produit 
omplètement 
ontra
té desquantités 
ontravariantes xi yj d'un tenseur arbitraire.Comme le produit s
alaireest une quantité invariante par rapport aux 
hangements de base, il en ré-sulte que les n2 quantités gij sont les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur.Ce tenseur est symétrique par suite de la symétrie du produit s
alaire des ve
teursde base ; on a :

gij = gji (3.144)Composantes 
ontravariantes - Les quantités gik ont été dé�nies pré
édemmentpar la relation (1.72) à partir de laquelle on a obtenu la relation (1.99), à savoir :
gjk = ej · ek (3.145)Montrons que les quantités gjk sont les 
omposantes 
ontravariantes du tenseurfondamental. Appelons uij 
es formules et utilisons la formule (3.81) donnant larelation entre les 
omposantes 
ovariantes et 
ontravariantes d'un tenseur, il vient :

uij = ukl g
ki gjl = gkl g

ki gjl (3.146)La relation (1.102) : gkl gki = δil , nous donne :
uij = gjl δil = gji (3.147)Les quantités gij = ei · ej 
onstituent don
 les 
omposantes 
ontravari-antes du tenseur fondamental. Ce sont des quantités symétriques : gij = gji.
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Composantes mixtes - Notons gij les 
omposantes mixtes du tenseur fondamental.La formule (3.86), exprimant les 
omposantes mixtes d'un tenseur en fon
tion deses 
omposantes 
ontravariantes, nous donne :
gij = gik gjk (3.148)La relation (1.102) donne alors :
gij = δij (3.149)3.6.4 Tenseur antisymétriqueLorsque les 
omposantes 
ontravariantes uij, d'un tenseur d'ordre deux, véri�ent lesrelations :

uij = −uji (3.150)on dit que le tenseur est antisymétrique. C'est une propriété intrinsèque dutenseur qui se démontre 
omme pour les tenseurs symétriques, au signe moins près.Un tenseur antisymétrique a des 
omposantes telles que :
u11 = u22 = ... = unn = 0 (3.151)Si les 
omposantes 
ontravariantes d'un tenseur sont antisymétriques, ses 
om-posantes 
ovariantes le sont également.Un tenseur uijk

l sera partiellement antisymétrique si l'on a, par exemple :
uijk
l = −ujik

l (3.152)Il sera 
omplètement antisymétrique si toute transposition d'indi
e de même vari-an
e 
hange la 
omposante 
orrespondante en son oppposée.Tout tenseur uij peut être mis sous la forme d'une somme d'un tenseur symétriqueet d'un tenseur antisymétrique. On a en e�et :
uij =

1

2
(uij + uji) +

1

2
(uij − uji) (3.153)Le premier terme de la somme 
i-dessus est un tenseur symétrique et le se
ond, untenseur antisymétrique.Base des tenseurs antisymétriques - Un tenseur antisymétriqueU d'ordre deux,élément de E

(2)
n , peut s'é
rire sous la forme :

U = uij ei ⊗ ej =
∑

i<j

uij ei ⊗ ej +
∑

i>j

uij ei ⊗ ej (3.154)É
hangeant, dans la dernière somme de la relation 
i-dessus, le nom des indi
es eten tenant 
ompte de uij = −uji, on obtient :87



U =
∑

i<j

uij (ei ⊗ ej − ej ⊗ ei) (3.155)Les éléments (ei ⊗ ej − ej ⊗ ei) qui apparaissent dans l'expression (3.155) sontlinéairement indépendants puisque les ve
teurs ei ⊗ ej le sont également. Ces élé-ments 
onstituent don
 une base sur laquelle les tenseurs antisymétriques peuventêtre dé
omposés.Le nombre de ve
teurs (ei ⊗ ej − ej ⊗ ei) est égal au nombre de 
ombinaisons
C2

n = (n− 1)n/2 < n2 ; 
es ve
teurs engendrent un sous-espa
e ve
toriel de E
(2)
n dedimension C2

n. Tout tenseur antisymétrique de E(2)
n est un élément de 
e sous-espa
eve
toriel.3.6.5 Produit extérieur de deux ve
teursSoient deux ve
teurs x = xi, ei et y = yj, ej d'un espa
e ve
toriel En ; formons lesquantités antisymétriques suivantes :

uij = xi yj − xj yi (3.156)Ce sont les 
omposantes d'un tenseur antisymétrique U, noté x∧y, dont la dé
om-position sur la base ei ⊗ ej s'é
rit :
U = x ∧ y = (xi yj − xj yi) ei ⊗ ej = x⊗ y− y ⊗ x (3.157)Le tenseur x ∧ y est appelé le produit extérieur des ve
teurs x et y ; on dit en
oreque 
e tenseur est un bive
teur.Propriétés du produit extérieur - Le produit extérieur est un tenseur anti-symétrique qui véri�e les propriétés suivantes :

• anti
ommutativité : x ∧ y = −y ∧ x ; il en résulte que :
x ∧ x = 0 (3.158)

• distributivité à droite et à gau
he pour l'addition ve
torielle :
x ∧ (y + z) = x ∧ y + x ∧ z (3.159)
(x+ y) ∧ z = x ∧ z+ y ∧ z (3.160)

• asso
iativité pour la multipli
ation par un s
alaire :
αx ∧ y = x ∧ αy = α (x ∧ y) (3.161)

• les C2
n produits extérieurs :

ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei (3.162)88




onstituent une base de l'ensemble des bive
teurs.Composantes stri
tes d'un produit extérieur - Parmi les n2 
omposantes d'unproduit extérieur, n 
omposantes sont nulles et les n(n− 1) autres 
omposantes ontdes valeurs opposées deux à deux. On peut don
 
onsidérer que la moitié de 
esdernières 
omposantes su�t pour 
ara
tériser le tenseur et on dira que le produitextérieur possède n(n− 1)/2 
omposantes stri
tes.On remarque que pour n = 3, le nombre de 
omposantes stri
tes du produitextérieur de deux ve
teurs est aussi égal à 3. Ce
i permet de former ave
 les 
om-posantes stri
tes du bive
teur x∧y, les 
omposantes du produit ve
toriel z = x×y.Pour 
ela, on pose :
u23 = x2 y3 − x3 y2 = z1

u31 = x3 y1 − x1 y3 = z2

u12 = x1 y2 − x2 y1 = z3 (3.163)Un produit ve
toriel n'existe don
 que pour des espa
es à trois dimensions etl'on sait qu'il ne se transforme 
omme un ve
teur que pour 
ertains 
hangementsde base ; 
'est un ve
teur axial. On dit que le ve
teur z 
onstitue le tenseur ad-joint du tenseur U. C'est un exemple parti
ulier de tenseur adjoint d'un tenseurantisymétrique.3.7 Groupes pon
tuels de symétrie3.7.1 Symétrie d'un 
ristal et de ses propriétés physiquesNombre de propriétés physiques des 
ristaux, représentées apr des tenseurs, ont deséléments de symétrie qui doivent in
lure 
eux de leur stru
ture 
ristalline. La 
on-naissan
e des éléments de symétrie des 
ristaux permettra don
 de déterminer laforme générale des tenseurs de la physique 
ristalline. Nous allons donner un aperçude 
e problème mettant en oeuvre géométrie et théorie des tenseurs.Tous les 
ristaux sont isotropes pour quelques-unes de leurs propriétés, la massevolumique par exemple, mais en général la plupart des propriétés varieront ave
la dire
tion dans laquelle elles sont mesurées et elles seront représentées par destenseurs. Un postulat fondamental relie la symétrie d'un 
ristal à la symétrie de sespropriétés physiques. Ce postulat est appelé le prin
ipe de Neumann et on peutl'énon
er ainsi :Les éléments de symétrie de toute propriété physique d'un 
ristal doivent
omporter, au moins, tous les éléments de symétrie du groupe pon
tuelde symétrie de 
e 
ristal. 89



3.7.2 E�et de la symétrie sur les tenseursConnaissant les opérations de symétrie du groupe d'un 
ristal donné, on peutles utiliser pour déterminer l'expression générale du tenseur qui traduit une 
ertainepropriété physique. Pour 
ela, on applique les opérations de symétrie aux équationsqui dé�nissent le tenseur : puisque 
es opérations font 
oïn
ider le 
ristal ave
 lui-même, elles doivent laisser invariantes 
es équations. Voyons un exemple.Axe binaire de symétrie - Considérons un 
ristal qui possède un axe binaire desymétrie, noté C2, 
'est-à-dire tel qu'une rotation de π amène le 
ristal en 
oïn
iden
eave
 lui-même. Étudions, dans le système de base orthonormée, l'expression d'untenseur d'ordre deux dé�ni par les équations :
Di = αij Ej ; i, j = 1, 2, 3 (3.164)où Di et Ej sont les 
omposantes de deux ve
teurs représentant des grandeursphysiques. Faisons 
oïn
ider l'axe binaire C2 ave
 la dire
tion des 
omposantes D3et E3. Lors d'une rotation C2, les 
omposantes E1, E2, D1 et D2 
hangent de signealors que E3 et D3 restent invariantes. Les équations (3.164) deviennent don
 aprèsrotation d'un angle π :

−D1 = −α11 E1 − α12E2 + α13E3

−D2 = −α21 E1 − α22E2 + α23E3

D3 = −α31 E1 − α32E2 + α33E3 (3.165)Supposons que les 
omposantes Ei puissent avoir des valeurs arbitraires, 
e quel'on peut réaliser si le ve
teur E est une grandeur physique appliquée de l'extérieurau 
ristal (un gradient de température par exemple). Les équations (3.164) devantêtre invariantes vis-à-vis de la rotation C2, leur 
omparaison ave
 (3.165) montrequ'on doit avoir :
α13 = α23 = α31 = α32 = 0 (3.166)Les tenseurs d'ordre deux représentant des propriétés physiques des 
ristaux sontgénéralement symétriques ; supposons qu'il en soit ainsi, soit αij = αji. La matri
edu tenseur peut �nalement s'é
rire sous la forme :
[αij ] =





α11 α12 0
α21 α22 0
0 0 α33



 (3.167)Le tenseur symétrique, satisfaisant à la propriété de symétrie du 
ristal, possède
inq 
omposantes non nulles dont quatre sont indépendantes :
α11, α12, α22, α33 (3.168)Nombre de 
omposantes d'un tenseur - La théorie des groupes permet de
al
uler aisément le nombre de 
omposantes indépendantes non nulles d'un tenseur90



asso
ié à une propriété physique d'un 
ristal. Ce nombre est égal au nombre de foisque la représentation totalement symétrique du groupe de symétrie apparaît dans lareprésentation tensorielle de 
e groupe. On peut ainsi déterminer a priori le nombrede 
omposantes indépendantes non nulles des tenseurs de tous les ordres pour les 32
lasses 
ristallines. Nous renvoyons le le
teur à la théorie des groupes pour l'étudedes diverses appli
ations.3.8 Exer
i
es résolusExer
i
e 3.1Soit {e1,e2} une base d'un espa
e ve
toriel E2 et soient deux ve
teurs de E2 :
X = 2 e1 + 4 e2 ; Y = 5 e1 + 3 e21. On note ei ⊗ ej les ve
teurs de base d'un espa
e E4 = E2 ⊗ E2. Déterminerl'expression du produit tensoriel X ⊗ y.2. Le tenseur suivant :

U = 11 e1 ⊗ e1 + 8 e1 ⊗ e2 + 20 e2 ⊗ e1 + 12 e2 ⊗ e2est-il le produit tensoriel de deux ve
teurs de E2 ?3. Montrer que le tenseur U est la somme du produit tensoriel X ⊗ Y et d'unautre tenseur W que l'on déterminera. Ce dernier est-il un produit tensorielet lequel ?Solutions1. La propriété de distributivité du produit tensoriel par rapport à l'additionve
torielle nous donne :
X ⊗ Y = (2 e1 + 4 e2) ⊗ (5 e1 + 3 e2)

= 2 e1 ⊗ 5 e1 + 2 e1 ⊗ 3 e2 + 4 e2 ⊗ 5 e1 + 4 e2 ⊗ 3 e2L'asso
iativité du produit tensoriel par rapport à la multipli
ation par uns
alaire nous donne :
X ⊗ Y = 10 e1 ⊗ e1 + 6 e1 ⊗ e2 + 20 e2 ⊗ e1 + 12 e2 ⊗ e22. Notons U le tenseur donné :

U = 11 e1 ⊗ e1 + 8 e1 ⊗ e2 + 20 e2 ⊗ e1 + 12 e2 ⊗ e2Développons 
ette expression et identi�ons au tenseur U donné ; il vient pourles 
omposantes : 91



x1 y1 = 11 ; x1 y2 = 8 ; x2 y1 = 20 ; x2 y2 = 12Le rapport entre les 
omposantes nous donne : y1
y2

=
11

8
et y1

y2
=

20

12Ces valeurs étant di�érentes, le tenseur U ne peut pas être le produit tensorielde deux ve
teurs.3. Le tenseur W est égal à : W = U−X ⊗ Y, d'où : W = e1 ⊗ e1+2 e1 ⊗ e2.Si l'on 
her
he W sous forme d'un produit tensoriel, W = vi uj ei ⊗ ej, onobtient par identi�
ation :
v1 u1 = 1 ; v1 u2 = 2 ; v2 u1 = 0 ; v2 u2 = 0Puisque u1 et u2 ne peuvent être nuls, selon les premières égalités, on a v2=0. Ilreste deux équations pour trois in
onnues, d'où une 
ertaine indétermination.Prenons v1 = 1, d'où u1 = 1 et u2 = 2 ; on obtient ainsi le produit tensoriel :

W = e1 ⊗ (e1 + 2 e2)Exer
i
e 3.2Les 
omposantes mixtes tijk d'un tenseur T, appartenant à l'espa
e produit ten-soriel E(3)
2 , sont les suivantes :

t111 = 0 , t112 = 2 , t121 = −1 , t122 = 3 , t211 = 1 , t212 = −1 , t221 = 0 , t222 = −21. Cal
uler les 
omposantes 
ontra
tées uk = tiik du tenseur T. É
rire l'expres-sion du tenseur U de 
omposantes uk.2. On se donne une base {ei} de E2 dans laquelle le tenseur fondamental gij apour matri
e :
[gij ] =

[

g11 g12
g21 g22

]

=

[

2 −3
−3 1

]

Déterminer les 
omposantes 
ovariantes tijk du tenseur T.3. Déterminer les 
omposantes 
ontravariantes gij du tenseur fondamental.4. Cal
uler les 
omposantes mixtes tijk du tenseur T.
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Solutions1. Les 
omposantes 
ontra
tées sont : uk = tiik = t11k + t22k soit :
u1 = t111 + t221 = 0 ; u2 = t112 + t222 = 0Le tenseur U de 
omposantes uk est le ve
teur nul : U = 0.2. Les 
omposantes 
ovariantes sont : tijk = gli t

l
jk, d'où :

t111 = g11 t
1
11 + g21 t

2
11 = −3 ; t112 = 7 ; t121 = −2 ; t122 = 12 ; t211 = 1

t212 = −7 ; t221 = 3 ; t222 = −113. Cal
ul des 
omposantes 
ontravariantes gij du tenseur fondamental. La for-mule (1.102) nous donne :
gik g

kj = δij ave
 gij = gjiOn obtient trois équations qui nous donnent :
g11 = −1

7
; g21 = g12 = −3

7
; g22 = −2

74. Les 
omposantes mixtes tijk du tenseur T ont pour expression :
tijk = glj tilkd'où :

t111 = g11 t111 + g21 t121 =
3

7
; t112 = −11

7
; t121 =

2

7
; et
.Exer
i
e 3.3En utilisant le 
ritère général de tensorialité, montrer que, pour i, j = 1 à n :1. Les n2 quantités gij = ei · ej 
onstituent les 
omposantes 
ovariantes d'untenseur.2. Les n2 quantités δji 
onstituent les 
omposantes mixtes d'un tenseur.Solutions1. Formons le produit tensoriel des quantités gij ave
 les 
omposantes 
ontravari-antes vk d'un tenseur V d'ordre un ; on obtient :

gij v
k ; i, j, k = 1 à nLa 
ontra
tion sur les indi
es j et k nous donne l'expression des 
omposantes
ovariantes du tenseur V, soit : 93



gij v
j = viOn obtient ainsi un tenseur d'ordre un et, selon le 
ritère général de tensorialité,les gij sont don
 les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur d'ordre deux.2. Le produit tensoriel des quantités δji par les 
omposantes 
ovariantes vk d'untenseur d'ordre un, nous donne les qantités : δij vk ; i, j, k = 1 à n.La 
ontra
tion sur les indi
es j et k donne les n quantités :

δji vj = viLes quantités vi étant les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur d'ordre un,les quantités δji sont, selon le 
ritère général de tensorialité, les 
omposantesmixtes d'un tenseur d'ordre deux.Exer
i
e 3.4Notons hi i = 1, 2, 3, les quantités de 
haleur qui traversent l'unité d'aire d'unmatériau durant l'unité de temps, dans des dire
tions respe
tivement normales auxaxes 0xi. Cette 
haleur s'é
oule sous l'in�uen
e d'un gradient de température T .Les quatités hi forment les 
omposantes d'un ve
teur noté h. Dans un matériauanisotrope, la 
ondu
tion thermique obéit à la loi de Fourier :
hi = −kij

∂ T

∂ xj

(3.169)1. Démontrer que les 
oe�
ients kij sont les 
omposantes d'un tenseur appelétenseur de 
ondu
tivité thermique.2. En régime permanent, l'é
oulement de la 
haleur à travers un matériau est
onservatif, 
'est-à-dire qu'on a : divh = 0 (3.170)Déterminer l'équation donnant la distribution des températures T (x, y, z) àl'intérieur d'un matériau anisotrope. On supposera que les 
oe�
ients kij sontdes 
onstantes.3. Déterminer l'expression de l'équation obtenue à la question (2) dans le sys-tème d'axes prin
ipaux du tenseur kij.4. Trouver un 
hangement de variables qui permet de mettre l'équation obtenueà la question pré
édente sous forme d'une équation de Lapla
e :
(k1 k2 k3)

1/3 ∆T = 0 (3.171)où les ki sont les 
omposantes non nulles du tenseur dans son système d'axesprin
ipaux. 94



Solutions1. Les 
omposantes du ve
teur gradT qui �gurent dans l'équation (3.169) for-ment un produit 
ontra
té ave
 les quantités kij pour donner les 
omposantesd'un ve
teur. Selon le 
ritère général de tensorialité, les 
oe�
ients kij formentdon
 les 
omposantes d'un tenseur d'ordre deux.2. Reportons l'expression de hi donné par (3.169) dans l'équation de 
onserva-tion (3.170) qu'on peut é
rire sous forme indi
ielle :
∂ hi

∂ xi
= 0 (3.172)

∂

∂ xi

(

− kij
∂ T

∂ xj

)

= 0 (3.173)C'est l'équation des distributions des température en régime stationnaire. Engénéral, les kij varient très faiblement dans un intervalle de température rela-tivement important et on peut alors é
rire l'équation (3.173) sous la forme :
kij

∂2 T

∂ xi ∂ xj

= 0 (3.174)3. Dans un système d'axes prin
ipaux, le tenseur de 
ondu
tivité thermiqueprend la forme : kij = 0 si i 6= j, k1 = k11, k2 = k22, k3 = k33. L'équation(3.174) se réduit alors à :
k1

∂2 T

∂ x2
1

+ k2
∂2 T

∂ x2
2

+ k3
∂2 T

∂ x2
3

= 0 (3.175)4. Le 
hangement de variable suivant :
x1 =

k
1/2
1

(k1 k2 k3)1/6
X1 ; x2 =

k
1/2
2

(k1 k2 k3)1/6
X2 ; x3 =

k
1/2
3

(k1 k2 k3)1/6
X3 (3.176)transforme l'équation (3.175) sous la forme :

(k1 k2 k3)
1/3

(

∂2 T

∂ X2
1

+
∂2 T

∂ X2
2

+
∂2 T

∂ X2
3

)

= 0 (3.177)On obtient une équation de Lapla
e 
orrespondant à un é
oulement dans unmilieu isotrope de 
ondu
tivité (k1 k2 k3)
1/3. On peut ainsi résoudre plus aisé-ment l'équation (3.175) et obtenir ensuite la distribution des températuresdans un milieu anisotrope.
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Exer
i
e 3.5Soit Tik un tenseur du se
ond ordre. On se propose de trouver tous les ve
teurs A,de 
omposantes Ak k = 1, 2, 3, qui ne 
hangent pas d'orientation lorsqu'on e�e
tueleur produit 
ontra
té ave
 le tenseur Tik, 
'est-à-dire tous les ve
teurs tels que :
Tik Ak = λAi (3.178)où λ est un s
alaire quel
onque. De tels ve
teurs, s'ils existent, sont appelés lesve
teurs propres du tenseur et leurs dire
tions sont les dire
tions prin
ipales de Tik.Les valeurs de λ pour lesquelles l'équation (3.178) a des solutions s'appellent lesvaleurs propres du tenseur ; 
e sont les valeurs des 
omposantes Tik dans le systèmede 
oordonnées déterminé par les dire
tions prin
ipales.A titre d'exer
i
e, nous allons déterminer les ve
teurs et valeurs propres d'untenseur Tik pour un système physique à deux dimensions. C'est le 
as, par exemple,du tenseur d'inertie d'une ou plusieurs parti
ules se mouvant dans un plan. Letenseur possède ainsi quatre 
omposantes :
T11 T12 T21 T22 (3.179)Supposons de plus que le tenseur soit symétrique : T12 = T21, a�n de simpi�erles 
al
uls.1. É
rire de manière développée les équations (3.178).2. Déterminer les valeurs propres du tenseur.3. Si T12 = 0, les axes initiaux sont pré
isément les axes prin
ipaux. On supposepar la suite que T12 6= 0. Déterminer les pentes des axes prin
ipaux portantles ve
teurs propres.4. Soient ϕ1 et ϕ2 les angles respe
tifs entre l'axe initial Ox1 et les axes prin
i-paux du tenseur Tik. Cal
uler tanϕ1 et tanϕ2 et montrer que les axes prin
i-paux sont orthogonaux entre eux.5. Quelles sont les valeurs des 
omposantes des ve
teurs A dans le systèmed'axes prin
ipaux du tenseur ?6. Déterminer les valeurs T ′

ik des 
omposantes du tenseur dans son systèmed'axes prin
ipaux.7. Déterminer la 
ourbe représentée par l'équation :
T ′

11 (x
′

1)
2 + T ′

22 (x
′

2)
2 = 1 (3.180)dans un système de 
oordonnées x′

1, x′

2, 
orrespondant aux axes prin
ipaux.8. Démontrer que les grandeurs C1 = T11 + T22 et C2 = T11 T22 − T 2
12 sont desinvariants pour tout 
hangement de système d'axes.9. Donner une interprétation géométrique de C2.96



Solutions1. Si le ve
teur A est porté par l'un des axes prin
ipaux du tenseur Tik, alorsses 
omposantes Aj doivent véri�er les équations suivantes :
T11 A1 + T12 A2 = λA1

T21 A1 + T22 A2 = λA2 (3.181)2. Le système d'équations (3.181) possède une solution di�érente de zéro si etseulement si le déterminant du système est nul, soit :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

T11 − λ T12

T12 T22 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 (3.182)Le développement du déterminant 
onduit à l'équation :
λ2 − λ (T11 − T22) + (T11 T22 − T 2

12) = 0 (3.183)dont les solutions sont les suivantes :
λ± =

T11 + T22

2
±

√

(

T11 − T22

2

)2

+ T 2
12 (3.184)Les valeurs λ+ et λ− sont les valeurs propres du tenseur.3. Posons λ+ = λ1 et λ− = λ2 ; Si T12 6= 0, alors λ1 6= λ2. On a don
 deuxaxes prin
ipaux distin
ts déterminés par les ve
teurs notés A(1) et A(2) et
orrespondent respe
tivement à λ1 et λ2. Les équations (3.181) permettentd'obtenir les pentes des axes prin
ipaux :tanϕ1 =

A
(1)
2

A
(1)
1

=
λ1 − T11

T12

=
T12

λ1 − T22

(3.185)tanϕ2 =
A

(2)
2

A
(2)
1

=
λ2 − T11

T12
=

T12

λ2 − T22
(3.186)Les angles ϕ1 et ϕ2 sont respe
tivement les angles entre l'axe Ox1 et les axesprin
ipaux du tenseur Tik.4. Substituant les valeurs λ1 et λ2 données par (3.184) dans les expressions(??) et (3.186), on obtient :tan 2ϕ1 =

2 tanϕ1

1− tan2 ϕ1
=

2 T12

T11 − T22
= tan 2ϕ2 (3.187)En 
onséquen
e :

ϕ1 = ϕ2 +
π

2
(3.188)Les axes prin
ipaux sont orthogonaux entre eux.97



5. Les ve
teurs A(1) et A(2) étant portés par les axes prin
ipaux, leurs 
om-posantes, dans 
e système d'axes, sont tels que :
A

′(1)
1 6= 0 ; A

′(1)
2 = 0 ; A

′(2)
1 = 0 ; A

′(2)
2 6= 0 (3.189)6. Les équations (3.181) s'é
rivent, pour λ = λ1, 
ompte tenu de (3.187) :

T ′

11A
′(1)
1 = λ1A

′(1)
1 ; T ′

21 A
′(1)
1 = λ1A

′(1)
2 = 0 (3.190)d'où :

T ′

11 = λ1 ; T ′

21 = 0 (3.191)Pour λ = λ2, on obtient :
T ′

12A
′(2)
2 = λ2A

′(2)
1 ; T ′

22 A
′(2)
2 = λ2A

′(2)
2 (3.192)d'où :

T ′

12 = 0 ; T ′

22 = λ2 (3.193)Dans son sytème d'axes prin
ipaux, le tenseur Tik a pour représentation ma-tri
ielle :
[T ′

ik] =

[

T ′

11 0
0 T ′

22

]

=

[

λ1 0
0 λ2

]7. Dans le système d'axes prin
ipaux, les valeurs des 
omposantes du tenseurpermettent d'é
rire l'équation (3.180) sous la forme :
λ1 (x

′

1)
2 + λ2 (x

′

2)
2 = 1 (3.194)soit en
ore :

(x′

1)
2

1/λ1
+

(x′

2)
2

1/λ2
= 1 (3.195)C'est l'équation d'une ellipse dont les demi-axes ont pour longueur 1/√λ1 et

1/
√
λ2. C'est l'ellipse représentative du tenseur Tik.8. Les nombres λ et λ2 qui �gurent dans l'équation (3.183) sont des s
alaires ;les ra
ines λ1 et λ2 de l'équation donnent les valeurs 1/λ1 et 1/λ2 qui sontles longueurs des demi-axes de l'ellipse du tenseur. Par suite, 
es nombres sontindépendants du système d'axes 
hoisi et il en est de même de leurs 
oe�
ientsdans l'équation (3.183). Les quantités :

C1 = T11 + T22 ; C2 = T11 T22 − T 2
12 (3.196)sont don
 des invariants du tenseur Tik.98



9. Dans le système d'axes prin
ipaux, la valeur de C2 est égale à C2 = λ1 λ2.D'autre part, la surfa
e S d'une ellipse de demi-axes a et b, est donnée par :
S = π a b (3.197)Dans le 
as présent, on a : a = 1/
√
λ1, b = 1/

√
λ2, d'où :

S = π

√

1

λ1 λ2

= π

√

1

C2

(3.198)Ainsi l'invarian
e de C2 exprime le fait que la surfa
e de l'ellipse représentativedu tenseur est 
onstante dans tous les systèmes de 
oordonnées.Remarque : Dans le 
as d'un tenseur d'ordre deux d'un espa
e à trois dimensions,on obtient un ellipsoïde de représentation du tenseur (voir exer
i
e 2.6).Exer
i
e 3.6La 
onstru
tion suivante, due à Otto Mohr (1835-1918), est utile pour l'étude destenseurs symétriques de rang deux. Elle est employée, par exemple, par les ingénieursdans l'analyse des déformations et des 
ontraintes.1. Soit un système d'axes Ox1,Ox2,Ox3. Une rotation du système d'un angle
α autour de l'axe Ox3 donne les nouveaux axes Ox′

1,Ox′

2,Ox′

3. Déterminer lamatri
e de passage des xi aux x′

j .2. Considérons un tenseur Sij ayant pour axes prin
ipaux Ox1,Ox2,Ox3. Dans
e système d'axes, le tenseur a pour seules 
omposantes non nulles S1 = S11,
S2 = S22, S3 = S33. Déterminer les expressions des 
omposantes S ′

ij de 
etenseur dans le système d'axes Ox′

1,Ox′

2,Ox′

3 en fon
tion des 
omposantes Sk.3. É
rire les expressions des S ′

ij en fon
tion de l'angle 2α. On rappelle les rela-tions suivantes :
os 2α = 2 
os2 α− 1 = 1− 2 sin2 α ; sin 2α = 2 sinα 
osα (3.199)4. On suppose que S1 < S2 et que 
es 
omposantes sont positives. Su l'axe desabs
isses d'un graphique, on pla
e deux points P et Q situés à des distan
es
S1 et S2 de l'origine O. On tra
e le 
er
le 
entré sur l'axe des abs
isses et dediamètre égal à PQ. Démontrer que les valeurs des 
omposantes S ′

ij du tenseursont les 
oordonnées de deux points opposés sur le 
er
le, appelé 
er
le deMohr.5. Ré
iproquement, si on se donne les valeurs S ′

ij, montrer que le 
er
le de Mohrpermet de trouver les 
omposantes prin
ipales Sij du tenseur ainsi que ladire
tion des axes prin
ipaux.6. La 
onstru
tion du 
er
le de Mohr reste valable si l'axe de rotation Ox3 n'estplus un axe prin
ipal du tenseur. Si on 
onsidère une se
tion 
entrale arbitrairede l'ellipsoïde représentative du tenseur, on obtient une 
onique ; soit alors Ox199



et Ox2 les axes prin
ipaux de 
ette se
tion. Par rapport aux axes Ox1, Ox2 et
Ox3 normal à la se
tion 
onsidérée, le tenseur prend la forme :





S11 0 S31

0 S22 S23

S31 S23 S33



 (3.200)Déterminer les 
omposantes S ′

ij du tenseur après une rotation d'un angle αautour de l'axe Ox3. Montrer que la 
onstru
tion du 
er
le de Mohr s'appliqueégalement dans 
e 
as.Solutions1. Ce 
al
ul a déjà été realisé au 
ours de l'exer
i
e 1.10. On obtient :





osα sinα 0
−sinα 
osα 0

0 0 1



 (3.201)2. Le 
hangement de référentiel donne pour expression des 
omposantes S ′

kl dansle référentiel Ox′

1, Ox′

2, Ox′

3, selon la formule (2.12) :
S ′

kl = A′k
i A′l

j Sij (3.202)Les référentiels étant orthogonaux, les 
omposantes 
ontravariantes et 
ovari-antes sont indentiques. La matri
e de passage (3.201) donne pour expressiondes nouvelles 
omposantes :
S ′

11 =A′1
1 A′1

1 S11 + A′1
2 A′1

2 S22 = S1 
os2 α + S2 sin2 α (3.203)
S ′

22 =S1 sin2 α + S2 
os2 α (3.204)
S ′

12 =S ′

21 = (−S1 + S2) sinα 
osα (3.205)
S ′

33 =S3 (3.206)Les autres 
omposantes S ′

ij du tenseur sont nulles. Le tenseur transformé adon
 pour matri
e :




S ′

11 S ′

12 0
S ′

12 S ′

22 0
0 0 S3



 (3.207)3. Compte tenu des relations (3.199), les expressions (3.201) s'é
rivent sous laforme :
S ′

11 =
1

2
(S1 + S2)− (S2 − S1) 
os 2α

S ′

22 =
1

2
(S1 + S2) + (S2 − S1) 
os 2α100



S ′

12 =
1

2
(S2 − S1) sin 2α (3.208)4. La �gure 3.1 montre le 
er
le de 
entre C 
entré sur l'axe des abs
isses.

Figure 3.1.On tra
e le diamètre TCR, tel que CR fasse ave
 CQ un angle 2αmesuré dansle sens inverse des aiguilles d'une montre. Puisque OC = (1/2)(S1+S2) et que
CR = (1/2)(S2 − S1), les équations (3.208) montrent que les 
oordonnées dupoint R, par rapport aux axes du graphique, sont égaux à S ′

22 et S ′

12. D'autrepart, le point T a pour abs
isse S ′

11. Le 
er
le de Mohr montre ainsi 
ommentles 
omposantes S ′

11, S ′

22 et S ′

12 varient lors d'une rotation des axes de référen
e.La 
onstru
tion du 
er
le de Mohr reste évidemment valable lorsque S1 et S2sont négatifs ou s'ils sont de signes opposés.5. Si l'on se donne les valeurs S ′

11, S ′

22 et S ′

12, on peut déterminer les points Ret T sur un graphique, leurs 
oordonnées étant :
R = (S ′

22, S
′

12) ; T = (S ′

11,−S ′

12) (3.209)Les points R et T permettent de déterminer le 
entre du 
er
le et son diamètre.Le tra
é du 
er
le donne les points d'interse
tion P et Q ave
 l'axe des ab-s
isses, 
es points donnant les valeurs S1 et S2 des 
omposantes prin
ipales dutenseur. D'autre part, l'angle α est donné par :tan 2α =
2S ′

12

S ′

22 − S ′

11

(3.210)6. La matri
e de rotation (3.201) subsiste mais les axes Oxi 
onsidérés à présentne sont plus les axes prin
ipaux. Le 
hangement de référentiel par rotationtransforme les 
omposantes selon la formule générale (3.202). On obtient :101



S ′

11 = S11 
os2 α + S22 sin2 α ; S ′

22 = S11 sin2 α + S22 
os2 α
S ′

12 = S ′

21 = (−S11 + S22) sinα 
osα ; S ′

33 = S33

S ′

23 = −S13 sinα + S23 
osα ; S ′

31 = S13 
osα + S23 sinα (3.211)En 
e qui 
on
erne tout au moins S ′

11, S ′

22, S ′

12, on obtient les mêmes formulesqu'en (3.206) et la 
onstru
tion du 
er
le de Mohr s'applique également.Exer
i
e 3.7Soient deux opérateurs linéaires A et B agissant respe
tivement sur les ve
teursdes espa
es ve
toriels εp et εq. On note Ψ les ve
teurs de εp et Φ 
eux de εq ; l'espa
eproduit tensoriel de εp et εq est noté εpq=εp⊗ εq. Par dé�nition, l'opérateur noté :
A ⊗ B = C (3.212)est l'opérateur qui, agissant sur un ve
teur Ψ ⊗ Φ de l'espa
e εpq, donne leve
teur :

C (Ψ ⊗ Φ) = (A ⊗ B) (Ψ ⊗ Φ) = AΨ ⊗ B Φ (3.213)L'opérateur A ⊗ B est appelé le produit tensoriel des opérateurs A et B.1. Soient les produits d'opérateurs A1A2 et B1B2 agissant respe
tivement dansles espa
es εp et εq. Montrer qu'on a :
A1A2 ⊗ B1B2 = (A1 ⊗ B1) (A2 ⊗ B2) (3.214)2. Montrer que l'opérateur A−1 ⊗ B−1 est l'opérateur inverse de A ⊗ B.3. On note Ψ un ve
teur propre d'un opérateur A agissant dans εp, 
'est-à-direun ve
teur tel que :

AΨ = αΨ (3.215)où α est un nombre appelé valeur propre asso
iée à Ψ. De même, on 
onsidèreun ve
teur Φ qui est ve
teur propre de l'opérateur B agissant dans εq, asso
ièà la valeur propre β. Montrer que les ve
teurs Ψ ⊗ Φ sont des ve
teurs propresdes opérateurs A⊗ 1q et 1p ⊗ B, où 1q et 1p sont des opérateurs unité agissantrespe
tivement dans εp et εq. Déterminer les valeurs propres respe
tives de 
esopérateurs.4. Déterminer les ve
teurs propres et valeurs propres des opérateurs (A ⊗ 1q)
2et (1p ⊗ B)2.
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5. Soient {Ψi} et {Φj} des bases respe
tives de εp et εq. Les éléments matri
ielsrespe
tifs aki et blj des opérateurs A et B sont dé�nis par :
AΨi =

∑

k

aki Ψk ; B Φj =
∑

l

blj Φl (3.216)Déterminer les éléments matri
iels de l'opérateur A ⊗ B.Solutions1. La dé�nition (3.213) nous donne :
(A1A2 ⊗ B1B2) = [A1 (A2Ψ)] ⊗ [B1 (B2Φ)] (3.217)Utilisant la dé�nition (3.213) en sens inverse, on obtient :

[A1 (A2Ψ)] ⊗ [B1 (B2Φ)] = (A1 ⊗ B1) (A2Ψ ⊗ B2Φ) (3.218)
= (A1 ⊗ B1) (A2 ⊗ B2) (Ψ ⊗ Φ) (3.219)Les ve
teurs Ψ et Φ étant quel
onques, les relations (3.217) et (3.219) don-nent :

(A1A2 ⊗ B1B2) = (A1 ⊗ B1) (A2 ⊗ B2) (3.220)2. La relation (3.220) permet d'é
rire :
(A ⊗ B) (A−1 ⊗ B−1) = (AA−1) ⊗ (BB−1) = 1p ⊗ 1q (3.221)Selon la dé�nition (3.213), on obtient :

(1p ⊗ 1q) (Ψ ⊗ Φ) = 1pΨ ⊗ 1q Φ = Ψ ⊗ Φ (3.222)L'opérateur 1p ⊗ 1q est don
 l'opérateur unité agissant dans εp⊗ εq, d'où :
(A ⊗ B) (A−1 ⊗ B−1) = 1pq (3.223)En 
onséquen
e, l'opérateur (A−1 ⊗ B−1) est l'opérateur inverse de A ⊗ B :
(A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1 (3.224)3. La dé�nition (3.213) du produit tensoriel de deux opérateurs ainsi que larelation (3.215), nous donnent :

(A ⊗ 1q) (Ψ ⊗ Φ) = AΨ ⊗ 1q Φ = (αΨ) ⊗ Φ = α (Ψ ⊗ Φ) (3.225)Les ve
teurs Ψ ⊗ Φ de εp⊗ εq sont des ve
teurs de (A ⊗ 1q) asso
iés à lavaleur propre α. Une démonstration analogue montre que les ve
teurs Ψ ⊗ Φsont des ve
teurs propres de 1p ⊗ B asso
iés à la valeur propre β.103



4. L'appli
ation de l'opérateur (A ⊗ 1q)
2 aux ve
teurs Ψ ⊗ Φ donne, selon(3.225) :

(A ⊗ 1q)
2 (Ψ ⊗ Φ) = (A ⊗ 1q)α(Φ ⊗ Ψ) = α2 (Ψ ⊗ Φ) (3.226)Les ve
teurs Ψ⊗Φ sont des ve
teurs propres de l'opérateur (A⊗1q)

2 asso
iés àla valeur propre α2. On montre de même que les ve
teurs Ψ⊗ Φ sont égalementdes ve
teurs propres de l'opérateur (1p ⊗ B)2 asso
iés à la valeur propre β2.5. Utilisant la propriété de distributivité (3.16) du produit tensoriel ainsi quel'asso
iativité (3.17) par rapport à la multipli
ation par un s
alaire, on ob-tient :
A ⊗ B (Ψi ⊗ Φj) = (AΨi) ⊗ (BΦj)

=

(

∑

k

aki Ψk

)

⊗
(

∑

l

alj Ψl

)

=
∑

kl

(aki blj) (Ψk ⊗ Φl) (3.227)
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Chapitre 4Espa
es pon
tuels
4.1 Espa
e pon
tuel pré-eu
lidien4.1.1 Exemple d'espa
e pon
tuelL'étude des phénomènes physiques re
ourt à leur représentation dans l'espa
e dela géométrie 
lassique à trois dimensions ou dans 
elui de la relativité à quatre di-mensions. Les ve
teurs et les tenseurs peuvent en e�et être atta
hés à 
ha
un despoints de l'espa
e et former des 
hamps de ve
teurs et de tenseurs, 
e qui né
essite ladé�nition mathématique d'espa
es formés de points ou espa
es pon
tuels.De plus, des espa
es plus abstraits peuvent être imaginés pour dé
rire des phénomènesphysiques, 
e qui 
onduit à introduire des espa
es pon
tuels à un nombre quel
onquede dimensions. C'est le 
as, par exemple, de l'espa
e de phases utilisé en Physiquestatistique.La dé�nition pré
ise d'espa
e pon
tuel va être faite à partir de la notion d'espa
eve
toriel. Voyons tout d'abord l'exemple de l'espa
e pon
tuel formé par des tripletsde nombres qui est issu dire
tement de l'espa
e de la géométrie 
lassique.Espa
e pon
tuel formé de triplets de nombres - Donnons-nous des triplets denombres réels notés A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3), et
. Appelons E ′

3 l'ensemble detous les éléments A,B, et
., formés par des triplets de nombres. À tout 
ouple (A,B)de deux éléments de E ′

3, pris dans 
et ordre, on peut faire 
orrespondre un ve
teur
x noté AB, en dé�nissant 
elui-
i par un triplet de nombres tel que xi = bi − ai,
i = 1, 2, 3. On a don
 x = AB = (x1, x2, x3).Ainsi qu'on l'a déjà vu au 
hapitre Premier, 
'est un élément d'un espa
e ve
toriel
E3 lorsqu'on a dé�ni l'addition et la multipli
ation par un s
alaire sur 
es éléments.
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La 
orrespondan
e que l'on établit ainsi, entre tout 
ouple (A,B) de deux élé-ments de E ′

3 et un ve
teur d'un espa
e ve
toriel E3, véri�e manifestement les pro-priétés suivantes :EP1 : AB−BAEP2 : Asso
iativité par rapport à l'addition : AB = AC+CBEP3 : Si O est un élément arbitraire 
hoisi dans E ′

3, à tout ve
teur x de E3, il
orrespond un point M et un seul tel que OM = x.Lorsqu'on a muni l'ensemble E ′

3 de 
ette loi de 
orrespondan
e, véri�ant les troispropriétés pré
édentes, on dit que l'ensemble des triplets de nombres 
onstitueun espa
e pon
tuel, noté ε3. Les éléments de ε3 sont appelés des points.Remarque - Formellement, il ne semble pas y avoir de di�éren
es entre un point
A = (a1, a2, a3), dé�ni par un triplet de nombres, et un ve
teur x = (x1, x2, x3),dé�ni également de la même manière. Pour établir une distin
tion entre 
es élé-ments, il faut revenir à la remarque que l'on a faite au 
hapitre Premier, lors de lagénéralisation de la notion de ve
teur.Au départ, on se donne un ensemble E ′

3 d'éléments 
onstitués par des triplets denombres. Cet ensemble E ′

3 ne 
omporte pas a priori de stru
ture ; ses éléments seulsle dé�nissent.Rappelons que pour former un espa
e ve
toriel E3, on dé�nit sur les éléments de
E ′

3 deux lois de 
omposition interne qui 
onstituent la stru
ture du nouvel ensemble
E3 ; les éléments de E3 sont alors appelés des ve
teurs.La méthode est analogue pour former l'espa
e pon
tuel ε3. On dé�nit sur les
ouples déléments de E ′

3 une loi de 
orrespondan
e qui 
onstitue la stru
ture dunouvel ensemble ε3 ; ses éléments sont alors appelés des points. Cet espa
e pon
tuel
ε3 se 
onfond en tant qu'ensemble d'éléments ave
 l'ensemble E ′

3 mais il s'en dis-tingue en tant qu'espa
e pon
tuel qui 
onstitue un ensemble stru
turé par la loi de
orrespondan
e que l'on se donne. De même, les espa
es E3 et ε3 sont distinsts parsuite de leur stru
ture di�érente et on peut établir une distin
tion entre les élémentsde 
ha
un de 
es espa
es. On dit que E ′

3 
onstitue le support des espa
es E3 et ε3.4.1.2 Dé�nition d'un espa
e pon
tuelOn peut généraliser à un support quel
onque E ′

n la notion pré
édente d'espa
epon
tuel. Pour 
ela, on 
onsidère un ensemble E ′

n d'éléments, notés A,B, et
., eton suppose qu'à tout 
ouple (A,B) d'éléments de E ′

n, pris dans 
et ordre, on puissefaire 
orrespondre un ve
teur x, noté AB, d'un espa
e ve
toriel En, à n dimensions.Si la 
orrespondan
e ainsi réalisée véri�e les axiomes EP1, EP2 et EP3 pré
édents,on dit que l'ensemble E ′

n muni de 
ette stru
ture 
onstitue un espa
e pon
tuel à ndimensions que l'on note εn. Les éléments de εn sont appelés des points.106



L'espa
e ve
toriel En est appelé l'espa
e asso
ié à εn. Lorsque l'espa
e ve
-toriel asso
ié est un espa
e pré-eu
lidien, on dit que εn est un espa
epon
tuel pré-eu
lidien.4.1.3 Repères d'un espa
e pon
tuel pré-eu
lidienConsidérons un point O quel
onque d'un espa
e pon
tuel pré-eu
lidien εn, et unebase (ei) de l'espa
e ve
toriel asso
ié En. On appelle repère de l'espa
e εn l'ensem-ble du point O et de la base (ei). Ce repère sera noté (O, ei) ; le point O est appelél'origine du repère.Coordonnées d'un point - Par dé�nition, les 
oordonnées d'un point M d'unespa
e pon
tuel pré-eu
lidien εn, par rapport au repère (O, ei) sont les 
omposantes
xi du ve
teur x = OM de l'espa
e En, par rapport à la base (ei).Soient deux points M et M ′ de εn, dé�nis par leurs 
oordonnées xi et x′i, on a :
OM = xi ei, OM′ = x′i ei. Utilisant les axiomes EP1 et EP2, il vient :

MM′ = MO +OM′ = −OM+OM′ = (−xi + x′i) ei (4.1)On en déduit que les 
omposantes du ve
teur MM′, par rapport à la base (ei), sontles n quantités (x′i − xi), di�éren
es des 
oordonnées des points M ′ et M .Changement de repère - Soient (O, ei) et (O′, e′j) deux repères quel
onques de
εn. Les bases sont liées entre elles par les relations :

(a) ei = A′k
i e′k ; (b) e′k = Ai

k ei (4.2)Cher
hons les relations entre les 
oordonnées d'un point M de εn par rapport à 
esdeux repères. Pour 
ela, exprimons les ve
teurs OO′ et O′O sur 
ha
unes dees basesde En :
(a) OO′ = αi ei ; (b) O′O = α′j e′j (4.3)ainsi que les ve
teurs OMet O′M, soit :
(a) OM = xi ei ; (b) O′M = x′j e′j (4.4)On a d'autre part :

OM = OO′ +O′M

= αi ei + x′j e′j = αi ei + x′j Ai
j ei = (αi + x′j Ai

j)ei (4.5)Identi�ant les 
omposantes par rapport au ve
teur ei dans les expressions (4.4)et (4.5), on obtient :
xi = αi + Ai

j x
′j (4.6)En exprimant de façon analogue le ve
teur O′M sur la base (e′j), il vient :

x′j = α′j + A′j
i xi (4.7)107



4.1.4 Distan
e entre deux pointsSoit εn un espa
e pon
tuel pré-eu
liden et M et M ′ deux points de 
et espa
e.Par dé�nition, la norme du ve
teur MM′ s'appelle la distan
e des deux points Met M ′. On a : distan
e MM ′ = norme MM′ (4.8)Si les deux points M et M ′ ont respe
tivement pour 
oordonnées xi et x′i, parrapport à un repère (O, ei), la relation (4.1) montre que le ve
teur MM′ a pour
omposantes les quantités (x′i − xi). Le 
arré de la distan
e est donnée par :
(distan
e MM ′)2 = gij (x

′i − xi)(x′j − xj) (4.9)Si le point M ′ est in�niment pro
he du point M , ses 
oordonnées sont notées
(xi + dxi) et le ve
teur MM′ = dM a pour 
omposantes les quantités d xi. Notons
ds la distan
e entre les points M et M ′. La relation (4.9) donne l'expression du
arré de la distan
e entre 
es points sous la forme :d s2 = gij d xi d xj (4.10)Pour un espa
e pon
tuel eu
lidien et des ve
teurs de base ei orthonormées, ona : gij = δij et l'expression (4.10) devient alors :d s2 = d xi d xi (4.11)On obtient une expression qui généralise, à n dimensions, le 
arré de la dis-tan
e élémentaire, par rapport à un repère 
artésien, dans l'espa
e de la géométrie
lassique.4.1.5 Dérivée d'un ve
teurLes ve
teurs que l'on utilise en Physique sont généralement des fon
tions de uneou plusieurs variables, 
elles-
i pouvant être des variables d'espa
e ou du temps.Lorsqu'en 
haque point M d'un espa
e pon
tuel εn, on atta
he un tenseur, dé�nipar ses 
omposantes par rapport à un repère (O, ei), on dira que l'on s'est donné un
hamp de tenseurs.Pour des ve
teurs à n dimensions, la notion de dérivée d'un ve
teur à trois dimen-sions se généralise et l'on obtient toutes les formules 
lassiques relatives aux dérivées.Ve
teurs d'un espa
e ve
toriel - Considérons un ve
teur x appartenant à unespa
e eu
lidien En dont les 
omposantes, sur une base (ei), sont des fon
tions d'unparamètre quel
onque α ; on note 
e ve
teur x(α) et l'on a :

x(α) = xi(α) ei (4.12)Par dé�nition, la dérivée du ve
teur x est un ve
teur noté x′(α) dont les 
om-posantes sont les dérivées, par rapport au paramètre α, des fon
tions xi(α) :108



x′(α) =
d xi(α)dα ei (4.13)On appelle di�érentielle de x le ve
teur, noté dx, tel que :dx = x′(α) dα (4.14)où dα est la di�érentielle du paramètre α. La dérivée d'un ve
teur peut don
 êtrenotée : x′(α) = dx/dα.Les di�érentes formules de dérivation des ve
teurs à trois dimensions relatives àla somme de ve
teurs, au produit d'un ve
teur par un s
alaire, au produit s
alairede deux ve
teurs, sont aisément transposables aux ve
teurs à n dimensions.Si un ve
teur x de En dépend de plusieurs paramètres indépendants, α, β, γ,la dérivée partielle du ve
teur x(α, β, γ) par rapport à la variable α, par exemple,est un ve
teur, noté ∂x/∂α, dont les 
omposantes sont les dérivées partielles des
omposantes de x, soit :

∂x

∂α
=

∂xi

∂α
ei (4.15)La di�érentielle du ve
teur x(α, β, γ) s'é
rit :dx =

∂x

∂α
dα +

∂x

∂β
d β +

∂x

∂γ
d γ (4.16)Ve
teurs d'un espa
e ve
toriel asso
ié à un espa
e pon
tuel - Considéronsà présent un espa
e ve
toriel En asso
ié à un espa
e pon
tuel εn. Dans un repère

(O, ei), tout point M de εn est asso
ié à un ve
teur x de En tel que x = OM. Si leve
teur x dépend d'un paramètre α et admet une dérivée x′(α), il en est de mêmede OM.Montrons que le ve
teur dérivé x′(α) ne dépend pas du point origine O maisseulement du point M 
onsidéré. En e�et, si O′ est un autre point origine, on a :
OM = OO′ +O′M (4.17)et puisque le ve
teur OO′ est �xe et ne dépend que de α, on a dOO′/dα = 0, d'òu :dOMdα =

dOM′dα = x′(α) (4.18)On peut don
 noter la dérivée du ve
teur OM en mentionnant seulement le point
M et l'on é
rira : 109



x′(α) =
dMdα = M′(α) (4.19)La di�érentielle de OM s'é
rit alors : dM = M′(α) dα.Si un point M de εn est asso
ié, par rapport à un repère (O, ei), à un ve
teur

x(α, β, γ) = OM, les dérivées partielles de OM ne dépendront que du point M etl'on é
rira, par exemple :
∂x

∂α
=

∂M

∂α
(4.20)4.1.6 Notation des dérivéesA�n d'alléger les expressions des dérivées partielles des fon
tions dépendant de nvariables, on va utiliser par la suite les notations indi
ielles suivantes. Si f(y1, y2, ..., yn)est une fon
tion des n variables yi, on notera les dérivées partielles sous la forme :

∂ f

∂ yi
= ∂i f (4.21)Les dérivées se
ondes par rapport aux variables yi et yk s'é
riront :

∂2 f

∂ yi∂ yk
= ∂ik f (4.22)Lorsque x est un ve
teur tel que x = xi ei, dont les 
omposantes sont des fon
tionsde n variables yk, soit : xi = xi(y1, y2, ..., yn), les dérivées partielles du ve
teur serontnotées, en utilisant la 
onvention de sommation :

∂ x

∂ yk
= ∂k x = ∂k (x

i ei) = (∂k x
i) ei (4.23)4.2 Coordonnées 
urvilignes4.2.1 Systèmes de 
oordonnéesLes notions 
lassiques de systèmes de 
oordonnées peuvent être généralisées à desespa
es pon
tuels à n dimensions. On appelle système de 
oordonnées dans εn, toutmode de d�finition d'un point M de 
et espa
e en fon
tion de n s
alaires ui qui sontappelées 
oordonnées de M dans le système 
onsidéré.Par exemple, dans l'espa
e ε3 de la géométrie ordinaire, les 
oordonnées sont dess
alaires généralement notés x, y, z. Le système de 
oordonnées sphériques 
omportetrois paramètres notés r, θ, ϕ.Pour un système donné de 
oordonnées, on appelle ligne 
oordonnée le lieu despoints M lorsqu'une seule 
oordonnée varie, les autres étant égales à des 
onstantes.110



En un point M donné se 
roisent n lignes 
oordonnées.Ainsi dans l'espa
e ε3, rapporté à un repère �xe, on obtient des lignes 
oordon-nées qui sont des droites lorsque l'on pose, par exemple, y =
te, z =
te et que l'onfait varier x.Étudions tout d'abord la généralisation d'un système de 
oordonnées relatives àun repère �xe.4.2.2 Coordonnées re
tilignesLes lignes 
oordonnées sont dans 
e 
as des droites et pour 
ette raison, 
es
oordonnées sont appelées des 
oordonnées re
tilignes.4.2.3 Coordonnées sphériquesConsidérons, à titre d'exemple, un système de 
oordonnées de l'espa
e ε3, de lagéométrie ordinaire. Les points de 
et espa
e peuvent être repérés à l'aide d'unsystème de 
oordonnées u1, u2, u3, appelées 
oordonnées sphériques, 
elles-
iétant généralement notées u1 = r, u2 = θ, u3 = ϕ. Ces 
oordonnées sont dé�nies àpartir d'un repère �xe 
artésien de ε3, que l'on va noter (O, i, j,k) et les 
oordonnéesre
tilignes d'un point M de ε3 sont notées xi,i = 1, 2, 3. Les 
oordonnées sphériquessont dé�nies par les relations suivantes :
x1 = r sin θ 
osϕ ; x2 = r sin θ sinϕ ; x3 = r 
os θ (4.24)Les lignes 
oordonnées sont obtenues en maintenant 
onstant deux paramètreset en faisant varier le troisième. Pour r variable, on obtient des droites passant parle point O et dont la dire
tion est déterminée par les valeurs �xées des angles θ et

ϕ. Les variations de θ font dé
rire au point M un 
er
le 
entré sur O, de rayon r etsitué dans le plan dé�ni par l'angle ϕ. Les variations de ϕ donnent un 
er
le 
entrésur l'axe Ox3 et situé dans un plan parallèle au plan x1Ox2. En un point donné se
roisent trois lignes 
oordonnées.Les 
oordonnées re
tilignes xi sont des fon
tions xi(r, θ, ϕ) 
ontinûment dériv-ables par rapport aux 
oordonnées r, θ, ϕ (sauf pour x1 = x2 = 0). Le ja
obien dela transformation est di�érent de zéro, 
e qui assure la biunivo
ité de la 
orrespon-dan
e entre un point M et ses 
oordonnées sphériques. On obtient inversement lesrelations :
r =

[

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2
]1/2

; ϕ = ar
tan (x2/x1)

θ = ar
os( x3

[

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2
]1/2

) (4.25)Les 
oordonnées sphériques 
onstituent un exemple de système de 
oordonnéesdites 
urvilignes dans l'espa
e ε3 (valables seulement sur l'espa
e privé d'une droite).111



4.2.4 Coordonnées 
urvilignesConsidérons à présent un espa
e pon
tuel εn et un repère (O, e0i) de 
et espa
e.Soit xi les 
oordonnées re
tilignes d'un point M de εn par rapport à 
e repère.Un système de 
oordonnées quel
onques uk, k = 1 à n, est obtenu en se donnant
n fon
tions arbitraires f i des paramètres uk, telles que :

xi = f i(u1, u2, ..., un); i = 1 à n (4.26)On supposera par la suite que les n fon
tions f i satisfont aux propriétés suiv-antes :1- Elles sont 
ontinûment dérivables jusqu'à un 
ertain ordre supérieur ou égal à2. Cette hypothèse implique, en tout point où elle est est satisfaite, que l'on a lapermutabilité des dérivations :
∂kl f

i = ∂lk f
i (4.27)2- Ces fon
tions sont telles qu'on peut résoudre le système de n équations (4.26)par rapport aux variables uk et les exprimer en fon
tion des xi, soit :

uk = gk(x1, x2, ..., xn); k = 1 à n (4.28)3- Lorsque les varaibles uk varient dans un domaine ∆, les variables xi varient dansun domaine ∆′. Le ja
obien des fon
tions xi = f i(u1, u2, ..., un), donné par :
D(∂k x

i) =









∂1 x
1 ∂1 x

2 ... ∂1 x
n

∂2 x
1 ∂2 x

2 ... ∂2 x
n

... ... ... ...
∂n x

1 ∂n x
2 ... ∂n x

n









(4.29)sera supposé di�érent de zéro dans le domaine ∆ ainsi que le ja
obien D(∂i u
k)des fon
tions uk = gk(x1, x2, ..., xn) qui est l'inverse du ja
obien D(∂k x

i). Si les ja-
obiens existent, ils sont non nuls 
omme 
ons�quen
e de l'hypothèse (2) 
i-dessus.Si l'on �xe (n − 1) paramètres uk en faisant varier un seul paramètre, u1 parexemple, on obtient les 
oordonnées xi
(1) d'un ensemble de points M de εn qui
onstituent une ligne 
oordonnée. En général, les lignes 
oordonnées ne sontpas des droites mais des 
ourbes ; 
es 
oordonnées uk sont appelées pour
ette raison des 
oordonnées 
urvilignes. En un point M de εn se 
roisent nlignes 
oordonnées.4.3 Repère naturel4.3.1 Dé�nitionsRepère 
artésien - Tout espa
e ve
toriel pré-eu
lidien En possédant une baseorthonormée e0i , 
onsidérons en un point origine O un repère (O, e0i ) de l'espa
e112



pon
tuel εn. On dira que 
e repère est un repère 
artésien. On pourra, en parti
-ulier, atta
her à 
haque point M de εn un repère 
artésien (M, e0i ) dont les ve
teursseront identiques en 
haque point.On note xi les 
oordonnées des ve
teurs OM dans un repère 
artésien.Base naturelle - On a vu que les dérivées et les di�érentielles d'un ve
teur OM de
εn sont indépendants du point O d'un repère donné. Si εn est rapporté à un systèmede 
oordonnées 
urvilignes uk, on peut don
 é
rire, en appelant ek les ve
teurssuivants :

ek =
∂OM

∂ uk
= ∂k M (4.30)Soient u1, u2, ..., un les 
oordonnées 
urvilignes du point M par rapport à unrepère 
artésien (O, e0i ). Dans 
e repère, on a : OM = xi e0i , où les 
oordonnées
artésiennes sont des fon
tions xi = xi(u1, u2, ..., un). Le ve
teur ek dé�ni par (4.30)a pour expression :

ek = ∂k (x
i e0i ) = (∂k x

i) e0i (4.31)À partir des 
omposantes ∂k x
i du ve
teur ek, on peut former un déterminant

D(∂k x
i) qui est pré
isément le ja
obien (4.29) des fon
tions xi. Puisque 
e déter-minant est di�érent de zéro, il en résulte que les n ve
teurs ek sont linéairementindépendants.Ces n ve
teurs, dé�nis par la relation (4.30) sont appelés la base naturelleau point M de l'espa
e ve
toriel asso
ié En. Ils sont 
olinéaires aux tangentes des nlignes 
oordonnées qui se 
oupent en point M où ils sont dé�nis.Repère naturel - Asso
ions au point M de εn un repère formé par le point M etpar les ve
teurs de la base naturelle. Ce repère est appelé le repère naturel en Mdu système de 
oordonnées uk ; il sera noté (M, ek) ou (M, ∂k M).La di�érentielle du ve
teur OM s'exprime sous la forme :dM = ∂k M d uk = ek d uk (4.32)Les quantités d uk 
onstituent don
 les 
omposantes 
ontravariantes duve
teur dM dans le repère naturel (M, ek) du système de 
oordonnées uk.4.3.2 Repère naturel en 
oordonnées sphériquesDéterminons la base naturelle de l'espa
e ve
toriel E3 aso
ié à l'espa
e pon
tuel

ε3 de la géométrie ordinaire, en 
oordonnées sphériques. É
rivons l'expression desve
teurs OM dans un repère �xe 
artésien (O, e0i ) :
OM = xi e0i = r sin θ 
osϕ e01 + r sin θ sinϕ e02 + r 
os θ e03 (4.33)113



Les ve
teurs e0i étant �xes, le ve
teur e1 de la base naturelle s'é
rit :
e1 = ∂1M = sin θ 
osϕ e01 + sin θ sinϕ e02 + 
os θ e03 (4.34)Le ve
teur e1 est porté par la droite (OM) et dirigé dans le sens des r 
roissants.La dérivée de OM par rapport à θ donne le ve
teur e2 :

e2 = ∂2M = r 
os θ 
osϕ e01 + r 
os θ sinϕ e02 − r sin θ e03 (4.35)C'est un ve
teur tangent à un grand 
er
le 
entré sur l'origine O et dirigé dans lesens 
roissant de la 
oordonnée θ. La dérivée par rapport à ϕ donne le ve
teur e3 :
e3 = ∂3M = −r sin θ sinϕ e01 + r sin θ 
osϕ e02 (4.36)C'est un ve
teur tangent à un 
er
le parallèle au plan x1Ox2, 
entré sur l'axe Ox3,et dirigé dans le sens des valeurs 
roissantes de ϕ.Ces trois ve
teurs sont orthogonaux entre eux ainsi qu'on le véri�e aisément ene�e
tuant les produits s
alaires ei · ej. Lorsqu'il en est ainsi, on dit que les 
oordon-nées sont des 
oordonnées 
urvilignes orthogonales.Ces ve
teurs ne sont pas tous normés, puisque l'on a :

g11 = e1 · e1 = 1; g22 = e2 · e2 = r2; g33 = e3 · e3 = r2 sin2 θ (4.37)Le repère naturel, en 
oordonnées sphériques, est don
 formé par des ve
teursvariables en dire
tion et en module en 
haque point M . Les quantités gij 
onstituentun exemple de tenseur atta
hé à 
ha
un des points M de l'espa
e ε3.4.3.3 Changement de 
oordonnées 
urvilignesConsidérons deux systèmes quel
onques de 
oordonnées 
urvilignes ui et u′k, liéesentre elles par les relations :
ui = ui (u′1, u′2, ..., u′n) ; u′k = u′k (u1, u2, ..., un) (4.38)où les fon
tions ui (u′1, u′2, ..., u′n) sont supposées être plusieurs fois 
ontinue-ment dérivables par rapport aux u′k et de même pour les fon
tions u′k (u1, u2, ..., un)par rapport aux 
oordonnées ui. Lorsqu'on passe d'un système de 
oordonnées à unautre, on dit que l'on e�e
tue un 
hangement de 
oordonnées 
urvilignes.Les 
oordonnées xj par rapport à un repère �xe, sont liées également à 
haquesystème de 
oordonnées 
urvilignes et l'on suppose que les ja
obiens D(∂ xj/∂ ui)et D(∂ xj/∂ u′k) sont di�érents de zéro. Dans 
e 
as, le ja
obien D(∂ ui/∂ u′k) estégalement non nul puisqu'on a la relation 
lassique :

D

(

∂ xj

∂ ui

)

D

(

∂ ui

∂ u′k

)

= D

(

∂ xj

∂ u′k

) (4.39)114



Changement de base naturelle - À 
haque système de 
oordonnées 
urvilignes
ui et u′k données par (4.38) est asso
ié respe
tivement une base naturelle telle que :

ek =
∂M

∂ ui
; e′k =

∂M

∂ u′k
(4.40)Le 
al
ul des relations entre les ve
teurs de 
es deux bases s'e�e
tue en utilisantla formule de dérivation des fon
tions 
omposées, soit :

e′k =
∂M

∂ u′k
=

∂M

∂ ui

∂ ui

∂ u′k
= ei

∂ ui

∂ u′k
(4.41)Inversement, le développement de la dérivée ∂M

∂ ui

onduit à la relation :

ei =
∂ u′k

∂ ui
e′k (4.42)Lorsqu'on passe d'un système de 
oordonnées 
urvilignes à un autre, on substitueà la base (ei) de l'espa
e ve
toriel En, une autre base (e′k) de 
e même espa
eve
toriel. Les relations de 
hangement de base d'un espa
e ve
toriel ont été utiliséespré
édemment en Algèbre et é
rites sous la forme des relations (1.33) et (1.34), àsavoir :

(a) ei = A′k
i e′k ; (b) e′k = Ai

k ei (4.43)Comparant les expressions (4.41) et (4.42) à la relation (4.43) et identi�ant les
oe�
ients des mêmes ve
teurs de base, il vient :
(a) A′k

i =
∂ u′k

∂ ui
; (b) Ai

k =
∂ ui

∂ u′k
(4.44)En 
on
lusion, à tout système de 
oordonnées 
urvilignes ui et u′k sontasso
iés respe
tivement, en un même point M de εn, des repères naturels

(M, ei) et (M, e′k) dont les bases naturelles sont liées par les relations (4.41)et (4.42). À tout 
hangement de 
oordonnées 
urvilignes 
orrespond un
hangement de base donné par les formules (4.43) et (4.44).Notation - La notation abrégée (4.21) des dérivées partielles permet d'é
rire lesformules de 
hangement de base sous la forme :
(a) A′k

i = ∂i u
′k ; (b) Ai

k = ∂k u
i (4.45)4.3.4 Élément linéaire d'un espa
e pon
tuelOn a vu que le 
arré de la distan
e d s2 entre deux pointsM etM ′ in�niment pro
hesest donnée par la relation (4.10), à savoir :d s2 = gij d xi d xj (4.46)où les dxi sont les 
omposantes du ve
teur dM = MM′, rapportées à un repère�xe d'un espa
e pon
tuel εn. Lorsque 
et espa
e est rapporté à un système de115




oordonnées 
urvilignes ui, la relation (4.32) montre que le ve
teur dM a pour
omposantes 
ontravariantes les quantités d ui par rapport au repère naturel (M, ei).Le 
arré de la distan
e d s2 s'é
rit alors dans le repère naturel :d s2 = gij d ui d uj (4.47)où les quantités gij = ei · ej sont les 
omposantes du tenseur fondamental outenseur métrique dé�nies à l'aide d'une base naturelle. L'expression (4.47) s'appellel'élément linéaire de l'espa
e pon
tuel εn ou en
ore la métrique de 
et espa
e.Les ve
teurs ei du repère naturel varient en général d'un point à un autre. C'estle 
as, par exemple, des 
oordonnées sphériques dont les quantités gij sont donnéespar la relation (4.37). La métrique de l'espa
e ε3, en 
oordonnées sphériques, estdonnée par : d s2 = d r2 + r2 d θ2 + r2 sin2θ dϕ2 (4.48)Une 
ourbe Γ de εn peut être dé�nie par la donnée des 
oordonnées 
urvilignes
ui(α) du lieu des points M(α) en fon
tion du paramètre α. La distan
e élémentaire
ds sur 
ette 
ourbe Γ s'é
rit alors :d s2 = [

gij
∂ ui

∂ α

∂ uj

∂ α

]1/2

dα (4.49)Lorsque α varie dans un intervalle [α1, α2] le point M par
ourt un ar
 de 
ourbe,allant d'un point M1 à un point M2. La longueur de l'ar
 M1M2 est donnée parl'intégrale : ar
M1M2 =

∫ α2

α1

[

gij
∂ ui

∂ α

∂ uj

∂ α

]1/2

dα (4.50)4.4 Exer
i
es résolusExer
i
e 4.1É
rire les expressions suivantes en utilisant la 
onvention de sommation ainsi quel'é
riture indi
ielle ( (4.21)) des dérivées partielles :1. dΦ =
∂ Φ

∂ x1
d x1 +

∂ Φ

∂ x2
dx2 + ... +

∂ Φ

∂ xn
d xn2. d fd t =

∂ Φ

∂ x1

d x1d t +
∂ Φ

∂ x2

d x2d t + ... +
∂ Φ

∂ xn

d xnd t116



3. d s2 = g11 (dx1)2 + g12 d x1 d x2 + g21 d x2 d x1 + g22 (d x2)2Solutions1. dΦ = ∂k Φ dxk ; k = 1 à n2. d fd t = ∂k f
d xkd t ; k = 1 à n3. d s2 = gij d xi d xj ; i, j = 1 à 2Exer
i
e 4.2Les 
oordonnées polaires dans un plan E2, représentés sur la �gure 4.1, sont don-nés par : x1 = u1 
os u2 ; x2 = u1 sinu2 ; où x1 et x2 sont les 
oordonnées 
artésiennes,

u1 est la longueur OM et u2 l'angle des droites OM , Ox1.1. Déterminer les ve
teurs de la base naturelle sur la base 
artésienne {i,j}.2. Déterminer les 
omposantes gij du tenseur fondamental de E2.3. Déterminer l'élément linéaire d s2 en fon
tion des 
oordonnées u1 et u2.

Figure 4.1.
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Solutions1. Ve
teurs de la base naturelle :
e1 =

∂M

∂ u1
=

∂ x1

∂ u1
i +

∂ x2

∂ u1
j = (
os u2) i+ (sinu2) j

e2 =
∂M

∂ u2
=

∂ x1

∂ u2
i +

∂ x2

∂ u2
j = −( u1 sinu2) i+ (u1 
os u2) j2. Composantes du tenseur fondamental :

g11 = (
os u2)2 + (sinu2)2 = 1 ; g12 = g21 = 0 ; g22 = (u1)23. Élément linéaire du plan :d s2 = gij dui duj = (du1)2 + (u1)2 (du2)2Exer
i
e 4.3Un pointM est repéré en 
oordonnées 
ylindriques par les variables ρ,ϕ,z (Fig( 4.2)).

Figure 4.2.1. Déterminer l'expression du ve
teur position OM(ρ, ϕ, z) d'un point M quel-
onque sur la base 
artésienne {i,j,k}.2. Déterminer les ve
teurs e1, e2, e3 de la base naturelle et les représenter surun s
héma.3. Démontrer que 
es ve
teurs sont orthogonaux entre eux.4. Cal
uler les normes des ve
teurs de la base naturelle.118



Solutions1. Les expressions des 
oordonnées 
artésiennes en 
oordonnées 
ylindriquess'é
rivent : x = ρ 
osϕ, y = ρ sinϕ, z = z. Le ve
teur position d'un point
M s'é
rit alors :

OM(ρ, ϕ, z) = ρ 
osϕ i+ ρ sinϕ j+ z k2. Les ve
teurs de la base naturelle sont :
e1 =

∂M

∂ ρ
= 
osϕ i+ sinϕ j

e2 =
∂M

∂ ϕ
= −ρ sinϕ i+ ρ 
osϕ j

e3 =
∂M

∂ z
= k3. Formons le produit s
alaire des ve
teurs de base entre eux :

e1 · e2 =(
osϕ i+ sinϕ j) · (−ρ sinϕ i+ ρ 
osϕ j) = 0

e1 · e3 =(
osϕ i+ sinϕ j) · k = 0

e2 · e3 =(−ρ sinϕ i+ ρ 
osϕ j) · k = 0Les ve
teurs e1, e2, e3 sont orthogonaux entre eux.4. Normes des ve
teurs de la base naturelle :
||e1|| =

√
g11 =

√

(
osϕ i+ sinϕ j)2 =

√
os2 ϕ+ sin2 ϕ = 1

||e2|| =
√
g22 =

√

(−ρ sinϕ i+ ρ 
osϕ j)2 = ρ

||e3|| =
√
g33 =

√
k · k = 1Exer
i
e 4.4On 
onsidère un système de 
oordonnées paraboloïdales d'un espa
e pon
tuel

E3 : x = u v 
osϕ ; y = u v sinϕ ; z = (1/2) (v2− u2), où x, y, z sont les 
oordonnées
artésiennes. Les 
oordonnées 
urvilignes sont notées dans l'ordre : u1 = u, u2 = v,
u3 = ϕ.1. É
rire l'expression du ve
teur position OM(u, v, ϕ) d'un point M de l'espa
e

E3.2. Déterminer les ve
teurs e1, e2, e3 de la base naturelle sur la base 
artésienne{i,j,k}.3. Démontrer que 
es ve
teurs sont orthogonaux entre eux.4. Cal
uler leur norme.5. Déterminer l'élément linéaire de E3.119



Solutions1. Ve
teur position d'un point M :
OM(u, v, ϕ) = u v 
osϕ i+ u v sinϕ j+ (1/2) (v2 − u2)k (4.51)2. Ve
teurs de la base naturelle :

e1 =
∂M

∂ u
= v 
osϕ i+ v sinϕ j− uk

e2 =
∂M

∂ v
= u 
osϕ i+ u sinϕ j+ v k

e3 =
∂M

∂ ϕ
= −u v sinϕ i+ u v 
osϕ j3. Produits s
alaires des ve
teurs de la base naturelle :

e1 · e2 =u v 
os2 ϕ + u v sin2 ϕ− u v = 0

e1 · e3 =0

e2 · e3 =0Les ve
teurs de la base naturelle sont orthogonaux entre eux.4. Normes des ve
teurs de la base naturelle :
||e1|| =

√
g11 =

√

v2 
os2 ϕ+ v2 sin2 ϕ+ u2 =
√
v2 + u2

||e2|| =
√
g22 =

√

u2 
os2 ϕ+ u2 sin2 ϕ+ v2 =
√
u2 + v2

||e3|| =
√
g33 =

√

u2 v2 sin2 ϕ+ u2 v2 
os2 ϕ = u v5. Élément linéaire :d s2 = (v2 + u2) (du)2 + (u2 + v2) (d v)2 + u2 v2 (dϕ)2Exer
i
e 4.5On 
onsidère un système de 
oordonnées 
urvilignes u, v, w d'un espa
e pon
tuel
E3. Démontrer que les ve
teurs de la base naturelle {eu,ev,ew} 
onstituent un sys-tème ré
iproque des ve
teurs {∇ u,∇ v,∇w}.SolutionsLes 
oordonnées 
urvilignes sont données par la transformation :

x = x(u, v, w) ; y = y(u, v, w) ; z = z(u, v, w)120



où x, y, z sont les 
oordonnées 
artésiennes de E3. La transformation inverse esttelle que :
u = u(x, y, z) ; v = v(x, y, z) ; w = w(x, y, z)É
rivons les expressions de eu et ∇ u sur une base 
artésienne {i,j,k} :

eu =
∂M

∂ u
=

∂ x

∂ u
i+

∂ y

∂ u
j+

∂ z

∂ u
k

∇ u =
∂ u

∂ x
i+

∂ u

∂ y
j+

∂ u

∂ z
kLe produit s
alaire de 
es deux ve
teurs s'é
rit :

eu · ∇ u =
∂ x

∂ u

∂ u

∂ x
+

∂ y

∂ u

∂ u

∂ y
+

∂ z

∂ u

∂ u

∂ zLa fon
tion u(x, y, z) peut s'é
rire sous la forme suivante :d ud u = 1 =
∂ u

∂ x

∂ x

∂ u
+

∂ u

∂ y

∂ y

∂ u
+

∂ u

∂ z

∂ z

∂ ud'où : eu · ∇ u = 1. On obtient de même : ev · ∇ v = 1 ; ew · ∇w = 1É
rivons à présent la dérivée de u(x, y, z) 
onsidérée 
omme fon
tion 
omposée,par rapport à v, il vient :d ud v = 0 =
∂ u

∂ x

∂ x

∂ v
+

∂ u

∂ y

∂ y

∂ v
+

∂ u

∂ z

∂ z

∂ vd'où : ev · ∇ u = 0. On obtient de même :
eu · ∇ v = eu · ∇w = ev · ∇w = ev · ∇ u = ew · ∇ u = ew · ∇ v = 0Notons eu = e1, ev = e2, ew = e3 et ∇ u = e1, ∇ v = e2, ∇w = e3, les neufsproduits s
alaires pré
édents s'é
rivent : ei · ej = δij , 
e qui montre que les systèmesde ve
teurs {eu,ev,ew} et {∇ u,∇ v,∇w} 
onstituent des systèmes ré
iproques.Exer
i
e 4.6On appelle 
oordonnées 
ylindro-paraboliques les paramètres u, v, z dé�nis parla transformation :

x = (1/2)(u2−v2) ; y = u v ; z = z ave
 −8 < u < 8 , v > 0 et −8 < z < 81. Déterminer les ve
teurs de la base naturelle2. Démontrer que 
es ve
teurs sont orthogonaux entre eux.3. Cal
uler les normes de 
es ve
teurs121



Solutions1. Ve
teurs de la base naturelle :
eu =

∂ x

∂ u
i+

∂ y

∂ u
j+

∂ z

∂ u
k = u i+ v j

ev =− v i + u j

ez =k2. Orthogonalité des ve
teurs de base :
eu · ev =(u i+ v j) · (−vi + u j) = −u v + u v = 0

eu · ez =(u i+ v j) · k = 0

ev · ez =(−v i+ u j) · k = 03. Norme des ve
teurs de la base naturelle :
||eu|| =

√
u2 + v2 ; ||ev|| =

√
u2 + v2 ; ||ez|| = 1Exer
i
e 4.7Déterminer les 
omposantes 
ovariantes gij des tenseurs fondamentaux pour lessystèmes de 
oordonnées suivants :1. Cylindriques : ρ, ϕ, z.2. Paraboloïdales : u, v, ϕ.3. Cylindro-paraboliques : u, v, z.Solutions1. Coordonnées 
ylindriques : ρ, ϕ z ; exer
i
e (4.3) :

e1 =
∂M

∂ ρ
= 
osϕ i+ sinϕ j

e2 =
∂M

∂ ϕ
= −ρ sinϕ i+ ρ 
osϕ j

e3 =
∂M

∂ z
= kd'où : g11 = 1 ; g22 = ρ2 ; g33 = 12. Coordonnées paraboloïdales : u, v, ϕ ; exer
i
e (4.4) :
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e1 =
∂M

∂ u
= v 
osϕ i+ v sinϕ j− uk

e2 =
∂M

∂ v
= u 
osϕ i+ u sinϕ j+ v k

e3 =
∂M

∂ ϕ
= −u v sinϕ i+ u v 
osϕ jd'où : g11 = v2 + u2 ; g22 = v2 + u2 ; g33 = u2 v23. Coordonnées 
ylindro-paraboliques : u, v, z ; exer
i
e (4.6) :

eu =
∂ x

∂ u
i+

∂ y

∂ u
j+

∂ z

∂ u
k = u i+ v j

ev =− v i + u j

ez =kd'où : g11 = v2 + u2 ; g22 = v2 + u2 ; g33 = 1Exer
i
e 4.8Soient deux systèmes de 
oordonnées 
urvilignes : u′i = u′i (u1, u2, ..., un) et uj =
uj (u′1, u′2, ..., u′n). É
rire la loi de transformation des 
omposantes mixtes cmn

ijk d'untenseur, données dans le système de 
oordonnées uj.SolutionsÀ tout 
hangement de 
oordonnées 
urvilignes 
orrespond un 
hangement debase donné par les formules (4.45), soit :
(a) A′k

i = ∂i u
′k ; (b) Ai

k = ∂k u
iLa formule de transformation des 
omposantes mixtes nous donne :

c′pqrst = A′p
mA′q

n Ai
r A

j
sA

k
t c

mn
ijk = ∂m u′p ∂n u

′q ∂r u
i ∂s u

j ∂t u
k cmn

ijkExer
i
e 4.9Soit f(u1, u2, ..., un) une fon
tion dérivable par rapport aux n variables ui.1. Montrer que les dérivées partielles ∂i f(u
1, u2, ..., un) sont les 
omposantes
ovaraintes d'un tenseur d'ordre un, en déterminant la loi de transformationde ∂i f(u

1, u2, ..., un) lors d'un 
hangement de 
oordonnées 
urvilignes.2. Faire de même en utilisant le 
ritère général de tensorialité.
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Solutions1. Considérons un 
hangement de 
oordonnées 
urvilignes tel que :
u′i = u′i (u1, u2, ..., un) ; uj = uj (u′1, u′2, ..., u′n)La formule usuelle des dérivées partielles s'é
rit :

∂ f

∂ u′i
=

∂ f

∂ uj
∂i u

jAu 
hangement de 
oordonnées 
orrespond un 
hangement de base tel que :
∂i u

j = Aj
i . Les dérivées ∂ f/∂ u′i se transforment don
 
omme les 
omposantes
ovariantes d'un tenseur d'ordre un. Cela justi�e la notation ∂i f utilisée pourles dérivées partielles.2. Considérons la di�érentielle : d f = ∂i f d uiLes quantités d ui sont les 
omposantes 
ontravariantes d'un ve
teur quel-
onque dM. La quantité ∂i f d ui apparaît 
omme le produit 
ontra
té desquantités ∂i f par dui ; d'autre part, la di�érentielle d f est un s
alaire et, selonle 
ritère général de tensorialité, les quantités ∂i f sont don
 les 
omposantesd'un tenseur d'ordre un. Le produit 
ontra
té est i
i le produit s
alaire duve
teur gradient par le ve
teur dM.Exer
i
e 4.10Soit un ve
teur X de 
omposantes 
ovariantes Xi ; i = 1 à n.1. Déterminer la formule de transformation des dérivées partielles ∂ Xi/∂ u

k lorsd'un 
hangement de 
oordonnées 
urvilignes : ui = ui (u′1, u′2, ..., u′n).2. Montrer que les n2 quantités ∂ Xi/∂ u
k ne forment pas, en général, les 
om-posantes d'un tenseur.3. Dans quel système de 
oordonnées les ∂ Xi/∂ u

k forment-ils les 
omposantes
ovariantes d'un tenseur ?4. Les di�érentielles dXi sont-elles les 
omposantes d'un ve
teur ?Solutions1. Les 
omposantes 
ovariantes Xi d'un ve
teur se transforment selon la formule(1.82), soit, 
ompte tenu de (4.45) :
Xi = A′k

i X ′

k = ∂i u
′k X ′

kLa dérivation de 
ette dernière expression nous donne :
Xi

∂ uj
=

X ′

k

∂ uj
∂i u

′k +X ′

k ∂ji u
′k =

X ′

k

∂ u′l
∂j u

′l ∂i u
′k +X ′

k ∂ji u
′k124



2. Cette dernière formule montre que les n2 quantités ∂ Xi/∂ u
j ne se trans-forment pas, en général, 
omme un tenseur d'ordre deux par suite du termesupplémentaire X ′

k ∂ji u
′k.3. Ce terme supplémentaire sera nul si les 
oordonnées 
urvilignes u′k sont desfon
tions linéaires à 
oe�
ients 
onstants des 
oordonnées uj. En parti
ulier,les ∂ Xi/∂ u

j forment un tenseur d'ordre deux en 
oordonnées 
artésiennes.4. Les di�érentielles dXi s'é
rivent :dXi = ∂i u
′k dX ′

k +X ′k d(∂i u′k)Les dXi ne se transforment pas 
omme les 
omposantes d'un ve
teur sauf dansle 
as où les dérivées se
ondes ∂ji u′k sont nulles.Exer
i
e 4.11

Figure 4.3.On étudie l'interprétation géométrique de petites déformations d'un 
orps. Poursimpli�er, on 
onsidère un système à deux dimensions formé par une feuille planeextensible. Soit Ox1x2 un référentiel 
artésien �xe ; P est un point de la feuille qui,après déformation, vient en P ′ ; Q est un autre point, voisin de P , qui vient en Q′(Fig. 4.3).1. On pose PQ = dM et 
e ve
teur a pour 
omposantes d x1 et d x2. Aprèsdéformation, on a P′Q′ = dM′ ; les 
omposantes de dM′ deviennent respe
-tivement : d x1 + du1, d x2 + d u2. Les 
omposantes des dépla
ements ui sontdes fon
tions de x1 et x2. É
rire les expressions des di�érentielles, d u1 et du2,en se limitant au premier ordre.2. Quelle est la signi�
ation physique des quantités e11 = ∂ u1/∂ x1 et e22 =
∂ u2/∂ x2.3. Quelle est la signi�
ation physique de e12 = ∂ u1/∂ x2 et e21 = ∂ u2/∂ x1pour de très faibles déformations. 125



4. Montrer que les eij forment les 
omposantes d'un tenseur.5. Dans le 
as d'une rotation d'ensemble d'un angle ϕ très petit, de la feuilleextensible, sans déformation, déterminer les 
omposantes du tenseur eij , i, j =
1, 2 en utilisant les résultats des questions (2) et (3).6. Montrer que tout tenseur de rang deux peut se mettre sous la forme d'unesomme d'un tenseur symétrique et d'un tenseur antisymétrique.7. Les 
omposantes eij ne sont pas toutes nulles lors d'une rotation d'ensemblede la feuille, sans déformation, ainsi que le montre la question (4). Commentpeut-on former un tenseur Sij qui dé
rit uniquement la déformation ?Solutions1. Les déformations ui étant des fon
tions de x1 et x2, on a :dui =

∂ ui

∂ xj
d xj = eij dxj ; i, j = 1, 2 (4.52)ave
 eij = ∂ ui/∂ xj .2. Lors d'un dépla
ement parallèlement à l'axe Ox1, les relations (4.52) seréduisent à : d u1 = e11 d x1 (4.53)Par 
onséquent, e11 mesure l'allongement du matériau par unité de longueur, en
haque point P , dans la dire
tion Ox1. De même, e22 représente l'allongementpar unité de longueur dans le sens Ox2.3. L'angle de rotation θ de PQ1, qui vient en P ′Q′

1 est donné par :tan θ =
du2dx1 + d u1

(4.54)Comme on ne 
onsidère que de très faibles déformations, u1 et u2 sont petitspar rapport à x1 et x2. On peut don
 é
rire :
θ ∼= d u2d x1

= e21 (4.55)En 
onséquen
e, e21 mesure l'angle de rotation de PQ1, lors de la déformation.De même e12 mesure l'angle de la rotation de PQ2.4. Dans l'exer
i
e (4.10), on montre que les eij forment bien les 
omposantesd'un tenseur d'ordre deux, en 
oordonnées 
artésiennes.5. D'après la signi�
ation géométrique des eij donnée aux questions (2) et (3),on a :
e11 = e22 = 0 ; e12 = ϕ ; e21 = −ϕ (4.56)Les 
omposantes du tenseur eij ne sont pas toutes nulles lors d'une rotationd'ensemble sans déformation ; on obtient alors un tenseur antisymétrique.126



6. Formons des tenseurs respe
tivement symétriques et antisymétriques à partirdes 
omposantes du tenseur Tij ; il vient :tenseur symétrique : Sij = (1/2) (Tij + Tji) (4.57)tenseur antisymétrique : Aij = (1/2) (Tij − Tji) (4.58)Le tenseur Tij s'é
rit alors 
omme la somme :
Tij = Sij + Aij (4.59)7. Le tenseur eij 
omporte à la fois des termes de déformation et de rotationd'ensemble. É
rivons-le sous la forme d'une somme d'un tenseur symétrique etd'un tenseur antisymétrique :

eij =
eij + eji

2
+

eij − eji
2

= Sij + Aij (4.60)On note que le tenseur 
al
ulé à la question (5) est antisymétrique et 
orre-spond à une petite rotation d'ensemble. De manière générale, une rotation peutêtre représentée par un ve
teur axial qui équivaut à un tenseur antisymétriquede rang deux.La partie symétrique Sij du tenseur eij donnée par (4.60) 
ara
térise ainsiseulement la déformation. Sous forme développée, le tenseur Sij a pour ma-tri
e :
[

S11 S12

S21 S22

]

=







e11
1

2
(e12 + e21)

1

2
(e12 + e21) e22






(4.61)Les 
omposantes situées sur la diagonale prin
ipale, S11 et S22, sont les allonge-ments ou dilatations. Les 
omposantes S12 = S21 mesurent la déformation de
isaillement ou glissements.Exer
i
e 4.12La déformation d'une feuille plane extensible a été étudiée au 
ours de l'exer
i
epré
édent 4.11 dont nous reprenons les notations. Le tenseur des déformations pures
omporte quatre 
omposantes :

e11 = ǫ1 ; e22 = ǫ2 ;
1

2
(e12 + e21) = g1 = g2 (4.62)Si on se donne a priori quatre fon
tions, 
elles-
i n'ont au
une raison de représen-ter les déformations d'un milieu 
ontinu. Par exemple, pour un tel milieu, des élé-ments initialement voisins doivent en e�et le rester ; il ne peut également se produirede trous ou d'apports de matière ; et
. En 
onséquen
e, les 
omposantes doivent véri-�er entre elles des 
onditions de 
ompatibilité qu'on va déterminer dans 
et exer
i
e.127



1. É
rire les expressions expli
ites des 
omposantes du tenseur en fon
tion desdérivées des dépla
ements u1 et u2.2. Le tenseur antisymétrique Aij est dé�ni par :
Aij =

1

2
(eij − eji) ; i, j = 1, 2 (4.63)É
rire les dérivées partielles ∂ u2/∂ x1 et ∂ u1/∂ x2 en fon
tion des 
omposantes

g1 et A12.3. En déduire la relation entre les dérivées partielles se
ondes des 
omposantesdu tenseur des déformations.Solutions1. Utilisant les notations de l'exer
i
e 4.11, on a :
ǫ1 =

∂ u1

∂ x1

; ǫ2 =
∂ u2

∂ x2

; g1 = g2 =
1

2

(

∂ u2

∂ x1

+
∂ u1

∂ x2

) (4.64)2. Le tenseur Aij a pour expression expli
ite de ses 
omposantes :
A11 = A22 = 0 ; A12 =

1

2

(

∂ u1

∂ x2

− ∂ u2

∂ x1

)

= −A21 (4.65)Combinant les relations (4.63) et (4.64), on obtient :
g1 + A12 =

∂ u1

∂ x2

; g1 −A12 =
∂ u2

∂ x1

(4.66)3. Les 
omposantes du tenseur étant des fon
tions 
ontinues de x1 et x2, lesrelations (4.63) et (4.65) permettent d'é
rire :
∂2 u1

∂ x1 ∂ x2
=

∂ ǫ1
∂ x2

=
∂ g1
∂ x1

+
∂ A12

∂ x1
;

∂2 u2

∂ x2 ∂ x1
=

∂ ǫ2
∂ x1

=
∂ g1
∂ x2

− ∂ A12

∂ x2
(4.67)Dérivant les expressions (4.66) respe
tivement par rapport à x1 et x2, il vient :

∂2 ǫ1
∂ x2

2

=
∂2 g1

∂ x2 ∂ x1

+
∂2 A12

∂ x2∂ x1

;
∂2 ǫ2
∂ x2

1

=
∂2 g1

∂ x1 ∂ x2

− ∂2 A12

∂ x1∂ x2

(4.68)La somme de 
es deux dernières équations donne :
∂2 ǫ1
∂ x2

2

+
∂2 ǫ2
∂ x2

1

= 2
∂2 g1

∂ x2∂ x1

(4.69)C'est la 
ondition de 
ompatibilité des 
omposantes du tenseur des déforma-tions pour une feuille plane extensible.
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Chapitre 5Analyse tensorielle
5.1 Symboles de Christo�el5.1.1 Tenseurs sur un espa
e pon
tuelÀ 
haque point M d'un espa
e pon
tuel εn, on peut asso
ier un repère naturel
(M, ei) dont les ve
teurs ei = ∂i M 
onstituent une base de l'espa
e ve
toriel asso
ié
En.Ré
iproquement, démontrons qu'à toute base de En, on peut asso
ier une basenaturelle de εn en 
hoisissant un système de 
oordonnées 
urvilignes 
onvenable.Pour 
ela, 
onsidérons une base quel
onque e′k de En et soit (M, ei) un repère naturelde εn 
orrespondant à un système de 
oordonnées ui. Les ve
teurs e′k s'é
riventdans le repère (M, ei) : e′k = Ai

k ei. E�e
tuons un 
hangement de 
oordonnées u′

k telque : ui = Ai
k u

′k ; il 
orrespond alors aux nouvelles 
oordonnées u′

k la nouvelle basenaturelle e′k telle que :
e′k =

∂M

∂ u′k
=

∂M

∂ ui

∂ ui

∂ u′k
= eiA

i
k (5.1)En 
on
lusion, l'ensemble des bases naturelles, en un même point M de εn, estidentique à l'ensemble des bases de l'espa
e ve
toriel En asso
ié à εn. Par suite, lestenseurs 
onstruits sur les ve
teurs de base de l'espa
e ve
toriel En vont pouvoirégalement être dé�nis sur les bases naturelles ei de l'espa
e pon
tuel εn.Pour 
ela, atta
hons à 
haque point M de εn, un tenseur eu
lidien dé�ni par ses
omposantes relatives au repère naturel au pointM d'un système de 
oordonnées yi.On dira que l'on s'est donné un 
hamp de tenseurs dans 
e système de 
oordonnées
urvilignes.On appellera tenseur au point M sur εn, tout tenseur sur l'espa
e ve
torielasso
ié En, atta
hé à un point M de εn. En parti
ulier un ve
teur de En est égale-ment appelé ve
teur sur εn.Si (ei) est une base arbitraire de εn, asso
iée à un système de 
oordonnées ui et129



dé�nie en un point M quel
onque de εn, tout tenseur U sur εn peut être expli
itéà l'aide de 
ette base. Par exemple, un tenseur d'ordre trois, s'é
rit :
U = uijk (ei ⊗ ej ⊗ ek) (5.2)et l'on dit que les quantités uijk 
onstituent les 
omposantes naturelles dutenseur U au point M , en 
oordonnées dé�nissant les ve
teur ei. Si εn est un espa
epon
tuel pré-eu
lidien, tous les développements que l'on a vus pré
édemmment surles tenseurs pré-eu
lidiens s'appliquent aux tenseurs sur l'espa
e εn.5.1.2 Problèmes fondamentaux de l'analyse tensorielleL'étude des 
hamps de tenseurs 
onstitue, pour le physi
ien, l'essentiel de l'analysetensorielle. Le tenseur générique U de 
e 
hamp est une fon
tion du pointM et on lenote U(M). Si le tenseur U est une fon
tion seulement de M , le 
hamp 
onsidéré estappelé un 
hamp �xe. Si U est, en outre, une fon
tion d'un ou plusieurs paramètres

α autres que les 
oordonnées de M , on dit que 
e 
hamp est variable et on le note
U(M,α).Les di�érentes opérations algébriques sur les tenseurs U(M) asso
iés à un mêmepoint M ne soulèvent pas de di�
ulté parti
ulière. La dérivée de U(M) par rapportà un seul paramètre α 
onduit à utiliser les résultats 
lassiques relatifs à la dérivationdes ve
teurs.Variation des repères naturels - Une di�
ulté nouvelle apparaît lorsqu'on 
her
heà 
al
uler la dérivée d'un tenseur U(M) par rapport aux 
oordonnées 
urvilignes.En e�et, les 
omposantes du tenseur sont dé�nis en 
haque point M par rapport àun repère naturel qui varie d'un point à un autre. Par suite, le 
al
ul de la variationélémentaire U(M ′) − U(M), lorsqu'on passe d'un point M à un point in�nimentvoisin M ′ ne peut se faire que si l'on a re
ours à une même base. Pour pouvoir 
om-parer l'un à l'autre les tenseurs U(M ′) et U(M), on est amené à étudier 
ommentvarie un repère naturel, pour un système de 
oordonnées donné, lorsqu'on passe d'unpoint M au point in�niment voisin M ′.Pour un système de 
oordonnées 
urvilignes ui donné d'un espa
e pon
tuel εn,un problème fondamental de l'analyse tensorielle 
onsiste don
 à déterminer, parrapport au repère naturel (M, ei) au point M , le repère naturel (M ′, e′i) au pointvoisin M ′.D'une part, le point M ′ sera parfaitement dé�ni par rapport à M si l'on déter-mine le ve
teur dM tel que MM′ =dM. Pour des 
oordonnées 
urvilignes uk, ladé
omposition d'un ve
teur élémentaire dM est donnée par la relation (4.32), soit :dM = ∂k M d uk = ek d uk (5.3)Les quantités d uk sont les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur dM sur labase naturelle ek. 130



D'autre part, les ve
teurs e′i vont pouvoir être déterminés en 
al
ulant les vari-ations élémentaires d ei des ve
teurs ei, par rapport au repère naturel (M, ei),lorsqu'on passe de M à M ′ ; on a alors e′i = ei+d ei. Le 
al
ul des ve
teurs d ei restealors le problème essentiel à résoudre. Nous allons tout d'abord étudier un exemplede 
e type de 
al
ul en 
oordonnées sphériques.Comparaison des ve
teurs entre eux - Un aspe
t plus général du problèmeétudié 
i-dessus est le suivant : pour que 
omparer deux espa
es ve
toriels 
orrespon-dant à des points di�érents ait un sens, il faut 
hoisir une règle. Dans le 
as présentdes espa
es pon
tuels, il y en a une qui s'impose naturellement : deux ve
teurs U(M)etU(M ′) sont dits égaux s'ils se déduisent l'un de l'autre par une translation dans εn.Après avoir résolu le problème du 
al
ul des variations élémentaires d ei desve
teurs d'un repère naturel, nous verrons que l'étude des variations élémentairespar translation des ve
teurs et des tenseurs né
essite l'introdu
tion d'un nouveautype de dérivée.5.1.3 Symboles de Christo�el en 
oordonnées sphériquesÉtudions le problème de la variation du repère naturel en 
oordonnées sphériques.Pour 
ela, reprenons l'expression des ve
teurs ei de la base naturelle en 
oordonnéessphériques, donnés par les relations (4.34) et (4.36) :
e1 = ∂1 M = sin θ 
osϕ i+ sin θ sinϕ j+ 
os θ k
e2 = ∂2 M = r 
os θ 
osϕ i+ r 
os θ sinϕ j− r sin θ k
e3 = ∂3 M = −r sin θ sinϕ i+ r sin θ 
osϕ j (5.4)ave
 e01 = i, e02 = j, e03 = kDi�érentielles des ve
teurs de la base naturelle - Les ve
teurs de base i, j, kdu repère �xe 
artésien étant 
onstants en module et en dire
tion, la di�érentielledu ve
teur ei s'é
rit :d e1 = (
os θ 
osϕ i+ 
os θ sinϕ j) d θ + (−sin θ sinϕ i+ sin θ 
osϕ) dϕ (5.5)On remarque que les termes entre parenthèses représentent respe
tivement les ve
teurs

e2/r et e3/r, d'où : d e1 = (d θ/r) e2 + (dϕ/r) e3 (5.6)On 
al
ule de même, en di�érentiant les ve
teurs e2 et e3 :d e2 = (−r d θ) e1 + (d r/r) e2 + (cotan θ dϕ) e3d e3 = (−r sin2 θ dϕ) e1 + (−sin θ 
os θ dϕ) e2 + ((d r/r) + 
otan θ d θ) e3 (5.7)Les di�érentielles d ei sont ainsi dé
omposés sur la base naturelle ei. Si l'on note
wk

i les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur d ei, 
elui-
i s'é
rit :131



d ei = wk
i ek (5.8)Les 
omposantes wk

i des ve
teurs d ei sont des formes di�érentielles (
ombinaisonslinéaires de di�érentielles). On a, par exemple :
w2

1 = d θ/r ; w3
3 = (d r/r) + cotan θ d θ (5.9)Symboles de Christo�el de deuxième espè
e - Si l'on note de manièregénérale ui les 
oordonnées sphériques, on a :

u1 = r ; u2 = θ ; u3 = ϕ (5.10)Les di�érentielles des 
oordonnées sont alors notées : d u1 = d r, du2 = d θ,d u3 = dϕ et les 
omposantes wj
i s'é
rivent alors de manière générale :

wj
i = Γk

j
i d uk (5.11)où les quantités Γk

j
i sont des fon
tions de r, θ, ϕ qui vont être expli
itementobtenues en identi�ant 
haque 
omposante wj

i . Par exemple, la 
omposante w3
3 s'é
ritave
 les notations de la relation (5.11) :

w3
3 = (d r/r) + cotan θ d θ = Γ1

3
3 d u1 + Γ2

3
3 d u2 + Γ3

3
3 d u3 (5.12)Identi�ant les 
oe�
ients des di�érentielles, il vient :

Γ1
3
3 = (1/r) ; Γ2

3
3 = cotan θ ; Γ3

3
3 = 0 (5.13)En pro
édant de même ave
 les neufs 
omposantes wj

i , on obtient les vingt septtermes Γk
j
i. Pour un système de 
oordonnées 
urvilignes quel
onques, 
es quantités

Γk
j
i sont appelés les symboles de Christo�el de deuxième espè
e.5.1.4 Dé�nition des symboles de Christo�elSysmboles de deuxième espè
e - Pour un espa
e pon
tuel εn et un système de
oordonnées 
urvilignes ui quel
onque, la di�érentielle d ei = wk

i ek des ve
teurs eide la base naturelle s'é
rit sur 
ette base :d ei = wj
i ej = Γk

j
i d uk ej (5.14)où les n3 symboles de Christo�el de deuxième espè
e sont des fon
tions des 
o-ordonnées 
urvilignes ui.On vient de voir, sur l'exemple des 
oordonnées sphériques, qu'un 
al
ul dire
tpermet, par identi�
ation, d'obtenir expli
itement les quantités Γk

j
i. On va voirqu'on peut également obtenir l'expression de 
es quantités en fon
tion des 
om-posantes gij du tenseur fondamental. Si l'on se donne l'élément linéaire d'un espa
epon
tuel, on pourra ainsi déterminer les symboles de Christo�el.
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Symboles de première espè
e - Le 
al
ul des quantités Γk
j
i en fon
tion des gijva nous amener à introduire d'autres symboles de Christo�el. Pour 
ela, é
rivons les
omposantes 
ovariantes, notées wji, des di�érentielles d ei, soit :

wji = d ei · ej (5.15)On remarque que, initialement, l'indi
e j dans la notation wj
i 
orrespond à la

j-ième 
omposante 
ontravariante du ve
teur d ei par rapport au ve
teur ej et quel'on abaisse 
et indi
e j dans l'expression de la 
omposante 
ovariante wji du ve
teurd ei sur le ve
teur de base ej.Les 
omposantes 
ovariantes sont également des 
ombinaisons linéaires des dif-férentielles dui que l'on peut é
rire sous la forme :
wji = Γkji duk (5.16)Les quantités Γkji sont appelées les symboles de Christo�el de premièreespè
e.Puisque les 
omposantes 
ovariantes sont liées aux 
omposantes 
ontravariantespar les relations :

wji = gjlw
l
i = gjl Γk

l
i d uk (5.17)On obtient l'expression liant les symboles de Christo�el de 
haque espè
e :

Γkji = gjl Γk
l
i (5.18)Inversement, en é
rivant l'expression des 
omposantes 
ontravariantes en fon
tiondes 
ovariantes, on obtient :

Γk
j
i = gjl Γkli (5.19)Connaissant les symboles de Christo�el d'une espè
e, on peut obtenir 
eux del'autre espè
e par les relations pré
édentes.Notation des symboles de Christo�el - Diverses notations sont utilisées pourrepr±enter les symboles de Christo�el. Les plus usuelles sont les suivantes :Symboles de première espè
e : Γkji = [ki, j]Symboles de deuxième espè
e : Γk

j
i = {kji}5.1.5 Détermination des symboles de Christo�elRelation entre symboles de première espè
e - Considérons un espa
e pon
tuel

εn et soit un élément linéaire d s2 donné de 
et espa
e :133



d s2 = gij d xi d xj (5.20)Le 
al
ul des n3 symboles de Christo�el s'e�e
tue à partir des n(n+1)/2 quantités
gij. Partant de la dé�nition de 
es quantités :

gij = ei · ej (5.21)on obtient par di�érentiation de 
ette dernière relation :d gij = ei · d ej + ej · d ei (5.22)L'expression des di�érentielles d ej = wl
j el nous donne :d gij = (ei · el)wl

j + (ej · el)wl
i = gil w

l
j + gjl w

l
i (5.23)L'expression gil w

l
j représente la 
omposante 
ovariante wij du ve
teur d ej, soit
ompte tenu des 
omposantes 
ontravariantes en fon
tion des symboles de Christof-fel :

wij = gil w
l
j = gil Γk

l
j d uk (5.24)Substituant la relation (5.18) dans l'expression (5.24), on obtient :

wij = Γkij duk (5.25)La di�érentielle d gij donnée par la relation (5.23) s'é
rit alors 
ompte tenu de(5.25) : d gij = wij + wji = (Γkij + Γkji) duk (5.26)D'autre part, la di�érentielle de la fon
tion gij s'é
rit également :d gij = (∂k gij)d uk (5.27)d'où en identi�ant les 
oe�
ients des di�érentielles d uk dans 
es deux dernièresexpressions :
Γkij + Γkji = ∂k gij (5.28)Puisqu'on a n(n+ 1)/2 quantités gij et que k varie de 1 à n, le système d'équationsdonné par la relation (5.28) 
omporte n2(n+ 1)/2 équations.Relation entre les symboles de deuxième espè
e - L'intégrabilité de la dif-férentielle dM = d uj ej = d uj ∂j M né
essite que les dérivées se
ondes des ve
teurs

OM de l'espa
e pon
tuel εn soient indépendantes de l'ordre de dérivation, d'où :
∂kj M = ∂jk M (5.29)On a d'autre part l'expression de la di�érentielle des ve
teurs de la base naturellesous la forme suivante, 
ompte tenu de (5.14) :134



d ei = (∂k ei) d uk = wj
i ej = (Γk

j
i ej) duk (5.30)On en déduit l'expression de la dérivée première : ∂k ei = Γk

j
i ej. La dérivée se
ondedu ve
teur OM s'é
rit alors :

∂kj M = ∂k (∂j M) = ∂k ej = Γk
l
j el (5.31)On obtient de même :

∂jk M = ∂j ek = Γj
l
k el (5.32)Les relations (5.31) et (5.32) devant être égales, il vient en identi�ant les 
om-posantes relatives au même ve
teur el :

Γk
l
j = Γj

l
k (5.33)Compte tenu de l'expression des symboles de Christo�el de première espè
e Γkij =

gil Γk
l
j et de la relation (5.33), on obtient les relations entre symboles de premièreespè
e :

Γkij = Γjik (5.34)Les symboles de Christo�el de première espè
e sont symétriques par rap-port à leurs indi
es extrêmes et 
eux de deuxième espè
e le sont parrapport à leurs indi
es inférieurs.Systèmes d'équations - Pour 
haque valeur de i, la relation (5.34) donne, parsuite de la symétrie des symboles de Christo�el, n(n−1)/2 équations indépendantes,soit au total n2(n− 1)/2 équations. Ajoutées aux n2(n+ 1)/2 équations (5.28), onobtient un système de n3 équations algébriques où les in
onnues sont les n3 symbolesde Christo�el.La solution expli
ite de 
es équations s'obtient aisément en utilisant la relation(5.34) dans l'expression (5.28), 
e qui donne :
Γjik + Γkji = ∂k gij (5.35)puis en e�e
tuant une permutation 
ir
ulaire sur les indi
es, on obtient :
Γkji + Γikj = ∂i gjk (5.36)
Γikj + Γjik = ∂j gki (5.37)E�e
tuons la somme des relations (5.35) et (5.36) et retran
hons l'expression(5.37), il vient :

Γkji =
1

2
(∂k gij + ∂i gjk − ∂j gki) (5.38)135



C'est l'expression des symboles de Christo�el de première espè
e en fon
tion desdérivées partielles des 
omposantes gij du tenseur fondamental. On obtient 
eux dedeuxième espè
e à partir des relations (5.19) et (5.38), soit :
Γk

i
j = gil Γklj =

1

2
gil (∂k gjl + ∂j glk − ∂l gkj) (5.39)Les expressions (5.38) et (5.39) permettent le 
al
ul e�e
tif des symbolesde Christo�el pour une métrique donnée. Lorsque les quantités gij sontdonnées à priori, on peut ainsi étudier les propriétés de l'espa
e pon
tueldé�ni par la donnée de 
ette métrique, 
e qui est le 
as des espa
es deRiemann.5.1.6 Changement de baseLes notations utilisées pour les 
omposantes wj

i des ve
teurs de base na-turelles ainsi que pour les symboles de Christo�el Γk
i
j ne doivent pasin
iter à 
onsidérer 
es quantités 
omme les 
omposantes de tenseurs.Nous allons voir en e�et qu'un 
hangement de base ne 
onduit pas aux formules detransformations des 
omposantes des tenseurs.Considérons pour 
ela deux systèmes de 
oordonnées 
urvilignes, ui et u′j, 
or-respondant à des bases naturelles ei et e′j, liées entre elles par les relations :

(a) ei = A′l
i e

′

l ; (b) e′l = Aj
k ej (5.40)La di�¯entielle du ve
teur ei s'é
rit :d ei = A′l

i d e′l + dA′l
i e

′

l (5.41)É
rivons d'autre part l'expression des di�érentielles des ve
teurs ei et e′l sur 
ha
unedes bases naturelles, il vient :
(a) d ei = wj

i ej ; (b) d e′l = w′m
l e′m (5.42)Identi�ant les relations (5.41) et (5.42)(a) et substituant les relations (5.42)(b)et (5.40)(b), on obtient :

wj
i ej = A′l

i w
′m
l e′m + dA′l

i e
′

l = (A′l
i w

′m
l Aj

m + dA′l
i A

j
l ) ej (5.43)Par identi�
ation des 
oe�
ients d'un même ve
teur ej, on obtient :

wj
i = A′l

i A
j
mw′m

l + Aj
l dA′l

i (5.44)C'est la formule de transformation des 
omposantes wj
i lors d'un 
hangement debase qui ne 
orrespond pas à 
elle des 
omposantes d'un tenseur. En exprimant lesquantités qui �gurent dans la relation (5.44) en fon
tion des symboles de Christo�el,il vient :

Γk
j
i duk = A′l

i A
j
m Γ′

h
m
l d u′h + Aj

l dA′l
i (5.45)136



On a d'autre part les expressions suivantes des di�érentielles :dA′l
i = ∂k A

′l
i d uk ; d, u′h = A′h

k duk (5.46)Reportant les expressions (5.46) dans la relation (??) et en identi�ant les
oe�
ients des di�érentielles d uk, il vient :
Γk

j
i = A′l

i A
j
m A′h

k Γ′

h
m

l + Aj
l ∂k A

′l
i (5.47)C'est la formule de 
hangement de base des symboles de Christo�elqui di�ère par un terme supplémentaire Aj

l ∂k A
′l
i de 
elle des 
omposantesd'un tenseur.5.1.7 Ve
teurs ré
iproquesCal
ulons l'expression des variations élémentaires d ek des ve
teurs ek, ré
iproquesdes ve
teurs d'une base naturelle ei. La relation (1.85) entre ve
teurs ré
iproques :

ei · ek = δik (5.48)nous donne par di�érentiation :d (ei · ek) = ei · d ek + ek · d ei = 0 (5.49)La relation pré
édente s'é
rit alors en utilisant l'expression d ei = wj
i ej :

ei · d ek = −ek · (wj
i ej) = −wj

i δkj = −wk
i (5.50)Les quantités −wk

i 
onstituent don
 les 
omposantes 
ovariantes du ve
teur d eksur la base ei. Par suite, 
e sont les 
omposantes 
ontravariantes sur la base ré-
iproque ei. On a don
 �nalement :d ek = −wk
i e

i (5.51)5.1.8 Équation des géodésiquesNous avons dit pré
édemment que la 
omparaison de deux ve
teurs doit s'e�e
tuerpar translation dans εn, 
'est-à-dire par dépla
ement le long d'une droite. Les droitesde εn vont 
onstituer une généralisation de la notion de droite en géométrie 
lassique.Par dé�nition, les droites de εn, passant par deux points M0 et M1, réalisentl'extrémum de la longueur des di�érents 
hemins possibles joignant M0 à M1. Lesdroites 
onstituent les géodésiques de l'espa
e pon
tuel εn.Soit une 
ourbe M0CM1 de l'espa
e εn dé�nie par les équations paramétriques :
ui = ui(t) (5.52)La longueur de la 
ourbe M0CM1 est donnée par l'intégrale :137



l =

∫ M1

M0

(

gij
d uid t d ujd t )1/2 d t (5.53)Considérons à présent une autre 
ourbe in�niment voisine M0C

′ M1, passant parles deux points M0 et M1. Nous allons montrer que si M0CM1 est une géodésiquepassant par les points M0 et M1, elle est extrémale de toutes les autres 
ourbes
M0C

′ M1.Pour 
ela, 
hoisissons 
omme paramètre arbitraire l'abs
isse 
urviligne sur les
ourbess M0C
′ M1. Les équations paramètriques des 
ourbes sont alors :

ui = ui(s) (5.54)et l'intégrale (5.53) s'é
rit ave
 
e nouveau paramétrage :
l =

∫ M1

M0

(

gij
d uid s d ujd s )1/2 d s (5.55)Posons : u′i = d ui/d s et notons f(uk, u′j) le 
arré de l'intégrande ; dans 
es
onditions, on a :

f(uk, u′j) = gij u
′i u′j = 1 (5.56)
ar les u′j sont les 
osinus dire
teurs du ve
teur unitaire porté par la tangente àla 
ourbe 
onsidérée. Les 
ourbes M0C

′ M1 qui permettent de rendre maximale ouminimale l'intégrale (5.55) sont dé�nies par les équations dites d'Euler du 
al
uldes variations qui, dans le 
as présent, se réduisent à :
∂ f

∂ ui
− dd s ∂ f

∂ u′i
= 0 (5.57)La relation (5.56) nous donne pour expression de l'équation d'Euler :

dd s(gij u′j)− 1

2
∂i gjk u

′j u′k = gij u
′j + (∂k gij −

1

2
∂i gjk) u

′j u′k = 0 (5.58)Après développement des dérivées et utilisation de l'expression des symboles deChristo�el de première espè
e, on obtient :
gij

d u′jd s + Γjik u
′j u′k = 0 (5.59)La multipli
ation 
ontra
tée de la relation pré
édente par gil nous donne, ave


gij g
il = δjl et gil Γjik = Γj

l
k :d2 uld s2 + Γj

l
k

d ujd s dukd s = 0 (5.60)138



On obtient le système d'équations qui dé�nissent les géodésiques, 
'est-à-dire les droites de εn. Ces dernières 
onstituent don
 les extrémales de l'inté-grale qui mesure la longueur d'un ar
 de 
ourbe joignant deux points donnés dans
εn.5.2 Dérivée 
ovarianteL'expression des lois de la Physique doit être indépendante du systèmede 
oordonnées par rapport auquel 
es lois, mises sous forme d'équa-tions, sont é
rites. En 
e sens, le 
al
ul tensoriel, appliqué à la Physique, trouvepleinement sa justi�
ation puisqu'il vise pré
isément à exprimer des propriétés in-trinsèques, 
'est-à-dire indépendantes du système de 
oordonnées utilisé pour lesexpli
iter. On obtient ainsi des relations qui seules sont sus
eptibles d'exprimer une
ertaine réalité physique.Par suite, le physi
ien 
her
hera à exprimer les propriétés des systèmes physiquessous forme tensorielle. Ce
i 
onduit, éventuellement, à dé�nir et utiliser en Physiquede nouvelles entités mathématiques qui soient pré
isément des tenseurs.5.2.1 Transport parallèleEn 
oordonnées orthogonales ou obliques, les di�érentielles d vi des 
omposants 
o-variantes vi d'un ve
teur, 
onstituent également les 
omposantes d'un ve
teur ; lesdérivées partielles ∂ vi/∂ x

k forment un tenseur d'ordre deux. Il n'en est plus demême en 
oordonnées 
urvilignes quel
onques, ainsi que nous l'avons vu au 
oursde l'exer
i
e (4.10). Examinons les raisons de 
es propriétés tensorielles ou non.Translation - Pour déterminer la di�éren
e entre deux ve
teurs V(M) et V(M ′)pla
és respe
tivement en deux pointsM et M ′ in�niment voisins, il faut au préalabletransporter parallèlement à lui-même le ve
teur V(M ′) du point M ′ au point M .Lors de 
ette translation, ou transport parallèle, les 
omposantes de V(M ′)ne varient dans le 
as de 
oordonnées re
tilignes (les repères naturels étantidentiques en 
haque point) et les d vi sont évidemment les 
omposantes du ve
teur
[V(M ′)−V(M)].Par 
ontre, en 
oordonnées 
urvilignes, le transport parallèle de V(M ′)au point M , 
'est-`a-dire sa translation le long d'une droite joignant M à
M ′, va modi�er, en général, la veleur de ses 
omposantes dans le repèrenaturel. C'est 
e que l'on voit aisément, par exemple, pour un 
hamp de ve
teursen 
oordonnées polaires représenté sur la �gure 5.1.Notons VM(M ′) le ve
teur V(M ′) transporté parallèlement au point M . Leve
teur :

VM(M ′)−V(M) = dV (5.61)est appelé la di�érentielle absolue du ve
teur V. Les 
omposantes de dV139



Figure 5.1.dans le repère naturel du point M , ne 
oïn
ideront pas, en général, ave
 les dif-féren
es des 
omposantes de V(M ′) et V(M). Nous allons déterminer l'expressiondes 
omposantes de dV.Variation le long d'une géodésique - Nous avons vu que dans l'espa
e eu
lidien,les géodésiques sont des droites. Un transport parallèle 
onsiste don
 à se dépla
er lelong d'une géodésique et nous allons étudier les variations d'un ve
teur au 
ours d'untel dépla
ement. L'équation des droites, pour un système de 
oordonnées 
urvilignesquel
onque yi de l'espa
e pon
tuel εn est donnée par la relation (5.60) :
d2 yid s2 + Γk

i
j

d ykd s d yjd s = 0 (5.62)òu s est l'abs
isse d'un point de la droite 
omptée sur 
elle-
i à partir d'uneorigine donnée.Le ve
teur de 
omposantes 
ontravariantes d yk/d s est un ve
teur unitaire nporté par la droite ; en d'autres termes, les quantités d yk/d s sont les 
osinus di-re
teurs de la droite dans 
ha
un des repères naturels (M, ei). Considérons un ve
teur
V de εn de 
omposantes 
ovariantes vi et formons le produit s
alaire des ve
teurs
V et n ; on a la quantité s
alaire suivante :

V · n = vi
d yid s (5.63)Lors d'un dépla
ement le long de la géodésique, d'un point M à un point in�ni-ment voisin M ′, le s
alaire subit la variation :d(vi d yid s ) = d vk d ykd s + vi

d2 yid s2 d s (5.64)Remplaçons dans 
ette dernière expression, d'une part, la di�érentielle d vk parson développement : 140



d vk = ∂j vk
d yjd s d s (5.65)et d'autre part, la dérivée se
onde d2 yi/d s2 par son expression tirée de l'équationdes géodésiques (5.62). On obtient :d(vi d yid s ) = (∂j vk − vi Γk

i
j)

d ykd s d yjd s d s (5.66)Di�érentielle absolue - L'expression (5.66) peut en
ore s'é
rire :d (V · n) = (∂j vk − vi Γk
i
j) d yj d ykd s = d vk d ykd s (5.67)où l'on a posé : d vk = (∂j vk − vi Γk

i
j) d yj (5.68)La variation du produit s
alaire d (V · n) est égale à la di�éren
e des produitss
alaires du ve
teur n par les ve
teursV(M ′) etV(M). Le produit s
alaireV(M ′) · nétant indépendant de tout repère, on a :

V(M ′) · n = VM(M ′) · n (5.69)d'où :d (V · n) = VM(M ′) · n−V(M) · n = [VM(M ′)−V(M)] · n = dV · n (5.70)Le ve
teur dV est la di�érentielle absolue du ve
teur V, dé�nie par (5.61), etil a pour 
omposantes 
ovariantes, selon la relation (5.67), les quantités d vk. Cesdernières sont appelées les di�érentielles absolues des 
omposantes 
ovariantes duve
teur V.Remarque - En 
oordonnées 
urvilignes, la di�érentiation ordinaire d'un produitdans la formule (5.64) peut être utilisée 
ar elle 
on
erne une grandeur s
alaire. Par
ontre, la di�érentiation ordinaire d'un ve
teur V exprimé dans un repère naturel,
V = vi ei, ne peut se faire a priori sous la forme 
lassique dV = vi d ei + d vi eipar suite de la variation des bases naturelles d'un point à un autre. Nous verrons
ependant que 
ette dernière formule s'applique pour la di�érentielle absolue d'unve
teur.5.2.2 Dérivée 
ovariante d'un ve
teurComposantes 
ovariantes - Les quantités entre parenthèses qui apparaissent dansl'expression (5.68) et que l'on note ∇j vk, à savoir :

∇j vk = ∂j vk − vi Γk
i
j (5.71)141



sont les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur du se
ond ordre ainsi que nousallons le montrer.Pour 
ela, partons des relations de transformation des 
omposantes 
ovariantesd'un ve
teur lorsqu'on passe des 
oordonnées yi aux 
oordonnées ȳk, soit :
v̄i = vr

∂ yr

∂ ȳi
= vr ∂i y

r (5.72)où v̄i représente une 
omposante 
ovariante de V dans le système de 
oordonnées
ȳk. La dérivation partielle par rapport à ȳi est notée par le symbole ∂i et l'on a :

∂k v̄i = ∂k vr ∂i y
r + vr ∂ki y

r (5.73)On a l'expression suivante de la dérivée se
onde :
∂ki y

r = Γ̄i
s
k ∂s y

r − Γs
r
t ∂i y

s ∂k y
t (5.74)où les symboles de Christo�el surlignés sont relatifs aux 
oordonnées ȳk. Larelation (5.73) peut alors s'é
rire :

∂k v̄i =
∂ vr
∂ ys

∂i y
r ∂k y

s + Γ̄i
t
k v̄t − Γr

t
s vt ∂i y

r ∂k y
s (5.75)Cette dernière expression peut être réarrangée sous la forme suivante :

∂ v̄t
∂ ȳk

− Γ̄i
t
k v̄t =

(

∂ vr
∂ ys

− Γr
t
s vt

)

∂i y
r ∂k y

s (5.76)Cette relation, véri�ant la loi de 
hangement de 
oordonnées des 
omposantes 
o-variantes d'un tenseur d'ordre deux, montre que les quantités ∇j vk sont les 
om-posantes 
ovariantes d'un tenseur d'ordre deux qui est appelé la dérivée
ovariante du ve
teur V.Champ uniforme - Si toutes 
omposantes ∇j vk de la dérivée 
ovariante sontnulles, les variations du produit s
alaire V · n sont nulles et par suite les di�érentsve
teurs du 
hamp sont équipollents entre eux. On est en présen
e d'un 
hamp uni-forme.On remarque que, dans 
e 
as, les dérivées partielles ∂j vk ne sont pas nulles etqu'il en est de même pour la di�¯entielle d vk. Ce
i résulte du fait que les repèresnaturels, pour un système de 
oordonnées 
urvilignes quel
onque, ne sont pas iden-tiques en 
haque point.L'égalité par translation de deux ve
teurs se traduit par le fait que le tenseurdérivée 
ovariante doit être identiquement nul pour 
ette translation.Composantes mixtes - Les 
omposantes mixtes du tenseur dérivée 
ovariante sontdonnées par : 142



gik ∇j vk = gik (∂j vk − vr Γk
r
j) (5.77)Remplaçons dans l'expression pré
�dente le terme gik ∂j vk tiré de la relation suiv-ante :

∂j (g
ik vk) = vk ∂j g

ik + gik ∂j vk = ∂j v
i (5.78)et utilisant l'expression suivante obtenue à partir des relations (5.19) et (5.28) :

∂j g
ik = −gil Γj

k
l − gkl Γj

i
l (5.79)on obtient :

gik ∇j vk = ∂j v
i − vk ∂j g

ik − gik vr Γk
r
j = ∂j v

i + vk g
kl Γj

i
l (5.80)Les deux derniers termes de l'équation pré
édente font apparaître les 
omposantes
ontravariantes vl du ve
teur V. Les 
omposantes mixtes du tenseur dérivée 
ovari-ante, notées ∇j v

i, sont don
 données par :
∇j v

i = ∂j v
i + vl Γj

i
l (5.81)Linéarité de la dérivée 
ovariante - Considérons le ve
teur T = U + V de
omposantes 
ontravariantes tk = uk + vk ; sa dérivée 
ovariante est donnée par :

∇j t
k = ∂j t

k + Γi
k
j t

i = ∂j (u
k + vk) + Γi

k
j (u

i + vi)
= (∂j u

k + Γi
k
j u

i) + (∂j v
k + Γi

k
j v

i) (5.82)On voit apparaître les dérivées 
ovariantes des ve
teurs U et V, d'où :
∇j t

k = ∇j u
k +∇j v

k (5.83)La dérivée 
ovariante d'une somme de ve
teurs est égale à la somme des dérivées
ovariantes. On obtient de même pour un ve
teur T = λU, où λ est une 
onstante :
∇j (λ u

k) = λ∇j u
k (5.84)5.2.3 Dérivée 
ovariante d'un tenseurLes 
al
uls et dé�nitions pré
édentes s'étendent sans di�
ulté à des tenseurs d'or-dre quel
onque. Montrons le sur un exemple en 
onsidérant les 
omposantes ur

st d'untenseur du troisième ordre.Choisissons pour 
ela trois 
hamps de ve
teurs uniformes de 
omposantes respe
-tives ar, bs, ct et formons le produit 
ontra
té ur
st ar b

s ct. On obtient un s
alaire dontla variation élémentaire s'é
rit :d (ur
st ar b

s ct) = (∂k u
r
st ar b

s ct + ur
st ∂k ar b

s ct

+ ur
st ar ∂k b

s ct + ur
st ar b

s ∂k c
t) d yk (5.85)143



Les 
hamps de ve
teurs ar, bs, ct étant uniformes, les dérivées 
ovariantes deleurs 
omposantes sont nulles et l'on obtient don
 pour expression de leurs dérivéespartielles :
∂k ar = ai Γk

i
r ; ∂k b

s = −bi Γi
s
k ; ∂k c

t = −ci Γi
t
k (5.86)Reportant 
es expressions dans la relation (5.85) donnant la variation élémen-taire, il vient :d (ur

st ar b
s ct) = (∂k u

r
st + ui

st Γk
r
i − ur

it Γk
i
s − ur

si Γk
i
t) ar b

s ct d yk (5.87)Cette relation met en éviden
e le système tensoriel suivant :
∇k u

r
st = ∂k u

r
st + ui

st Γk
r
i − ur

it Γk
i
s − ur

si Γk
i
t (5.88)qui généralise les expressions de la dérivée 
ovariante d'un ve
teur. Par dé�ni-tion, les quantités ∇k u

r
st sont les dérivées 
ovariantes des 
omposantes mixtes ur

stdu tenseur U.On voit apparaître dans 
ette expression la règle de formation de la dérivée 
o-variante des 
omposantes d'un tenseur d'ordre quel
onque. À la dérivée partielle
lassique d'une 
omposante, dans le 
as ur
st, s'ajoute un terme de la forme ui

st Γk
r
ipour 
haque indi
e 
ontravariant et se retran
he un terme de la forme ur

it Γk
i
s pour
haque indi
e 
ovariant, la sommation dans 
ha
un de 
es termes s'e�e
tuant surl'indi
e 
onsidéré.La dérivation 
ovariante se réduit à la dérivation partielle ordinaire pour un sys-tème de 
oordonnées 
artésiennes.On démontre la propriété de tensorialité de la dérivée 
ovariante des 
omposantesd'un tenseur de façon analogue à 
elle déjà utilisée pour la dérivée 
ovariante des
omposantes d'un tenseur.5.2.4 Propriétés de la dérivée 
ovariante d'un tenseurLinéarité - Les propriétés de linéarité de la dérivée 
ovariante des 
omposantesd'un tenseur résulte de la linéarité de la dérivée partielle et 
elles des termes sup-plémentaires. On a par exemple, pour un tenseur wr

st = ur
st + vrst :

∇k w
r
st = ∇k u

r
st +∇k v

r
st (5.89)

∇k (λ u
r
st) = λ∇k u

r
st (5.90)Dérivée 
ovariante d'un produit tensoriel - Considérons par exemple le produittensoriel suivant :

wr
st = ur

s vt (5.91)144



La dérivée 
ovariante de 
e produit tensoriel s'é
rit :
∇k w

r
st = ∇k (u

r
s vt) = (∂k u

r
s + ui

s Γk
r
i − ur

i Γk
i
s) vt + (∂k vt − vi Γt

i
k) u

r
s (5.92)On voit apparaître les dérivées 
ovariantes de 
ha
un des tenseurs ur

s et vt ; on adon
 la relation :
∇k (u

r
s vt) = vt∇k u

r
s + ur

s ∇k vt (5.93)On obtient pour la dérivée 
ovariante du produit tensoriel une règle de dérivationanalogue à 
elle de la dérivée partielle ordinaire du produit de deux fon
tions.Contra
tion - La dérivation 
ovariante et la 
ontra
tion sont deux opérations per-mutables. Montrons 
ette propriété par exemple sur le tenseur ur
st. La dérivée 
o-variante de 
e tenseur est donnée par la relation (5.88), à savoir :

∇k u
r
st = ∂k u

r
st + ui

st Γk
r
i − ur

it Γk
i
s − ur

si Γk
i
t (5.94)E�e
tuons une 
ontra
tion sur les indi
es r et t en faisant t = r ; 
e
i revient à
al
uler les quantités δtr ∇k u

r
st.Après 
ontra
tion, dans le se
ond membre de la relation (5.94), le deuxième et lequatrième terme, qui ne di�èrent que par les noms des indi
es muets, sont identiqueset ils s'annulent ; la relation (5.94) se réduit alors à :
∇k u

r
sr = ∂k u

r
sr − ur

ir Γk
i
s (5.95)On obtient une expression identique en 
ontra
tant d'abord les 
omposantes,soit ur

sr = δtr u
r
st, puis en 
al
ulant la dérivée 
ovariante ∇k u

r
sr des 
omposantes
ontra
tées. On a don
 :

δtr(∇k u
r
st) = ∇k (δ

t
r u

r
st) (5.96)La 
ontra
tion et la dérivation 
ovariante sont don
 des opérations per-mutables.Produit 
ontra
té - On va en déduire que la règle (5.93) de dérivation 
ovariantedu produit tensoriel peut s'appliquer à un produit 
ontra
té.Soit par exemple, les 
omposantes d'un tenseur formées par le produit 
ontra
té

uij
k vmi. Utilisons la propriété de permutation (5.96) ainsi que la règle de dérivation
ovariante (5.93) ; on obtient :

∇r (u
ij
k vmi) = δqi ∇r (u

ij
k vmq) = δqi (∇r u

ij
k ) vmq + δqi u

ij
k (∇r vmq)

= (∇r u
ij
k ) vmi + uij

k (∇r vmi) (5.97)
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5.2.5 Dérivée 
ovariante se
onde d'un ve
teurConsidérons un ve
teur V de 
omposantes 
ovariantes vi. Les quantités données par(5.71), à savoir :
∇j vi = ∂j vi − vl Γj

l
i (5.98)sont les 
omposantes 
ovariantes de la dérivée 
ovariante du ve
teur V. Cal
ulonsla dérivée 
ovariante se
onde de 
e ve
teur, par rapport à une 
oordonnée 
urviligne

yk. Appliquons la règle de formation de la dérivée 
ovariante d'un tenseur aux 
om-posantes 
ovariantes ∇j vi, il vient :
∇k(∇j vi) = ∂k (∇j vi)− Γi

r
k (∇j vr)− Γj

r
k (∇r vi) (5.99)Substituant l'expression (5.98) dans la relation pré
édente, on obtient :

∇k(∇j vi) = ∂kj vi − (∂k Γj
l
i) vl − Γj

l
i ∂k vl

−Γi
r
k ∂j vr + Γi

r
k Γj

l
r vl − Γj

r
k ∂r vi + Γj

r
k Γr

l
i vl (5.100)5.3 Di�érentielle absolue5.3.1 Di�érentielle absolue d'un ve
teurComposantes 
ontravariantes - La formule (5.68) donne l'expression des 
om-posantes 
ovariantes de la di�érentielle absolue d'un ve
teur. Si dul sont les 
om-posantes 
ovariantes d'un ve
teur dU, ses 
omposantes 
ontravariantes sont donnéespar : d uk = gkl d ul. E�e
tuons 
e 
al
ul dans l'autre sens ; partons de l'expression àpriori de duk et montrons que l'on retrouve l'expression (5.68) des 
omposantes 
o-variantes. Pour 
ela, e�e
tuons la multipli
ation 
ontra
tée de la dérivée 
ovarianted'un ve
teur ∇j u

k par la di�érentielle d yk ; on obtient la somme suivante :d uk = ∇j u
k d yj = (∂j u

k + ui Γi
k
j) d yj (5.101)qui est appelée la di�érentielle absolue de la 
omposante 
ontravariante

uk du ve
teur U.Les di�érentielles d yj étant les 
omposantes 
ontravariantes d'un ve
teur quel-
onque dM et les quantités ∇j u
k, les 
omposantes d'un tenseur d'ordre deux, lesproduits 
ontra
tés d uk sont don
 les 
omposantes 
ontravariantes d'un tenseurd'ordre un. Ce dernier est la di�érentielle absolue du ve
teur U et son expressionsur un repère naturel (M, ei) est :dU = d uk ek = (∂j u

k + ui Γi
k
j) d yj ek (5.102)146



Propriétés de la di�érentielle absolue - L'expression (5.102) fait apparaître ladi�érentielle ordinaire de la 
omposante uk, soit :
∂j u

k d yj = d uk (5.103)ainsi que la di�érentielle d ei ; on a en e�et selon la relation (5.14) :
Γi

k
j d yj ek = d ei (5.104)La di�érentielle absolue peut don
 s'é
rire :dU = d uk ek + uk d ek (5.105)Le premier terme d uk beqek représente la di�érentielle 
lassique d'un ve
teur dansun repère �xe. Le se
ond terme uk d ek résulte de la variation des repères lorsqu'onpasse d'un point à un autre et du mode de 
omparaison, par translation, entreve
teurs.Contra
tion - La di�érentiation absolue est permutable ave
 la 
ontra
tion desindi
es. Pour le montrer, 
onsidérons l'exemple du tenseur ur

st pour lequel on a lapropriété (5.96) de permutation de la dérivation 
ovariante et de la 
ontra
tion, àsavoir :
δtr(∇k u

r
st) = ∇k (δ

t
r u

r
st) (5.106)Ces quantités sont les dérivées 
ovariantes des 
omposantes ur

st = δtr u
r
st ; la mul-tipli
ation 
ontra
tée de 
es quantités par d yk donne les di�érentielles absolues des
omposantes ur

sr, soit :
δtr(dur

st) = d (δtr ur
st) (5.107)
e qui montre que la di�érentiation absolue est permutable ave
 la 
on-tra
tion des indi
es.La dérivée 
ovariante d'un produit 
ontra
té nous a donné la relation (5.97), àsavoir :

∇r (u
ij
k vmi) = (∇r u

ij
k ) vmi + uij

k (∇r vmi) (5.108)La multipli
ation 
ontra
tée de 
es quantités par d yr donne les di�érentiellesabsolues des 
omposantes uij
k vmi, soit :d (uij
k vmi) = (d uij

k ) vmi + uij
k (d vmi) (5.109)
e qui montre que la formule de di�érentiation absolue du produit tensoriel s'é-tend à un produit 
ontra
té.Composantes 
ovariantes - La règle de di�érentiation absolue (5.105) est valablequelque soit le système donné de 
oordonnées 
urvilignes. En parti
ulier, l'expressiondu ve
teur U sur la base ré
iproque ei s'é
rit :147



U = uk e
k (5.110)où les quantités uk sont les 
omposantes 
ontravariantes de U dans 
ette base.Par suite, la relation (5.105) donne pour expression de la di�érentielle absolue :dU = d uk e

k + uj d ej (5.111)Compte tenu de l'expression de la di�érentielle d ek donnée par (5.51), à savoir :d ej = −wj
k e

k (5.112)On obtient pour la di�érentielle absolue du ve
teur U :dU = (d uk − uj w
j
k) e

k (5.113)Les quantités d uk = (d uk − uj w
j
k) 
onstituent les 
omposantes 
ovariantes,par rapport à la base ei, de la di�érentielle absolue du ve
teur U. On retrouve laformule (5.68) en développant la di�érentielle d uk et en introduisant les symbolesde Christo�el à la pla
e des wj

k.5.3.2 Dérivée absolue le long d'une 
ourbeLa notion de di�érentielle absolue duk de la 
omposante d'un ve
teur 
onduit àdé�nir la dérivée absolue d'un ve
teur le long d'une 
ourbe. Considérons pour 
elaune 
ourbe Γ(t), de paramètre t, de l'espa
e εn et un 
hamp de ve
teurs quel
onque
U dé�ni en 
haque point de εn. Pour une variation élémentaire dt du paramètre t,on passe, le long de la 
ourbe Γ(t), d'un point M à un point M ′ in�niment vosin.La notion de dérivée d'un ve
teur le long d'une 
ourbe se généralise en intro-duisant le tenseur suivant : dukd t =

dukd t + Γr
k
s u

r d ysd t (5.114)Cette dérivée est appelée la dérivée absolue de la 
omposante uk le longde la 
ourbe Γ(t).Pour un système de 
oordonnées 
artésiennes, tous les symboles de Christo�elsont nuls et la dérivée absolue 
oïn
ide ave
 la dérivée ordinaire. On a les mêmespropriétés pour les dérivées absolues que pour les di�érentielles absolues.Exemple : Ve
teur a

élération - Considérons le 
as d'un point mobile M ,fon
tion du temps t dans l'espa
e pon
tuel εn. Les 
oordonnées 
urvilignes de 
epoint sont des fon
tions du temps yi(t). Par rapport à un repère �xe auquel onrapporte εn, le ve
teur dM/d t peut être 
onsidéré 
omme ve
teur vitesse de M ,soit : v = dM/d t dont les 
omposantes 
ontravariantes, par rapport au repèrenaturel (M, ei), sont : 148



vi =
d yid t (5.115)L'a

élération est, pour un système de 
oordonnées 
artésiennes, égale à la dérivéedu ve
teur prise le long de la 
ourbe suivie par le point mobile. On prendra alors,pour un système de 
oordonnées 
urvilignes, l'a

élération égale, par dé�nition, à ladérivée absolue du ve
teur v prise le long de la traje
toire.Par suite, les 
omposantes 
ontravariantes ak de l'a

élération a sont :

ak =
d vkd t =

d vkd t + Γr
k
s v

r d ysd t (5.116)Remplaçons vk par d yk/d t, on obtient l'expression des 
omposantes 
ontravari-antes de a sous la forme :
ak =

d2 ykd t2 + Γr
k
s

d yrd t d ysd t (5.117)Si ak = 0, la 
ourbe par
ourue par un mobile est une droite et l'on retrouve alorsl'équation des géodésiques.5.3.3 Di�érentielle absolue d'un tenseurDi�érentielle absolue des 
omposantes d'un tenseur - E�e
tuons le produit
ontra
té de la dérivée 
ovariante ∇k u
r
st par la di�érentielle d yk ; on obtient les
omposantes mixtes, notées d ur

st, d'un tenseur d'ordre trois, soit :dur
st = ∇k u

r
st d yk (5.118)Ces 
omposantes d ur

st sont appelées les di�érentielles absolues des 
omposantes ur
stdu tenseur U.Remplaçons les dérivées 
ovariantes des 
omposantes par leur expression (5.94) ;on obtient : d ur

st = (∂k u
r
st + ui

st Γk
r
i − ur

it Γk
i
s − ur

si Γk
i
t) d yk (5.119)Remarquons que la notation dur

st serait plus pré
ise si elle était notée (d u)rstpuisque les indi
es désignent à présent les 
omposantes d'un nouveau tenseur dif-férent du tenseur ur
st.Di�érentielle absolue d'un tenseur - Le tenseur ayant pour 
omposantes lesquantités dur

st est appelé la di�érentielle absolue du tenseur U et est noté dU. Cetenseur, d'ordre trois, se dé
ompose sur une base sous la forme :dU = d ur
st er ⊗ es ⊗ et (5.120)Par suite de la linéarité de la dérivée 
ovariante d'un tenseur, on a les propriétéssuivantes pour la di�érentielle absolue : 149



d (U+V) = dU + dV ; d (λU) = λ dU (5.121)Di�érentielle absolue d'un produit tensoriel - Considérons le produit tensoriel
W = U ⊗ V de 
omposantes mixtes wr

st = ur
s vt. La propriété (5.93) de la dérivée
ovariante des 
omposantes d'un tenseur donne également pour la di�érentiationabsolue des 
omposantes : d (ur

s vt) = vt d ur
s + ur

s d vt (5.122)Les quantités d (ur
s vt) sont les 
omposantes mixtes d'un tenseur d'ordre trois ; 
etenseur est la di�érentielle absolue d (U ⊗ V) qui s'é
rit :d (U ⊗ V) = (d ur

s) vt er ⊗ es ⊗ et + ur
s (d vt) er ⊗ es ⊗ et (5.123)Cette dernière relation fait apparaître la somme de produits tensoriels suivants :d (U ⊗ V) = (d ur

s er ⊗ es) ⊗ (vt e
t) + (ur

s er ⊗ es) ⊗ (d vt et) (5.124)On obtient �nalement la règle suivante donnant la di�érentielle absolue du pro-duit tensoriel : d (U ⊗ V) = dU ⊗ V +U ⊗ dV (5.125)Cette formule se généralise aisément pour des produits tensoriels quel
onquesainsi que pour des sommes de produits tensoriels.Considérons un tenseur d'ordre deux tel que U = uij (ei ⊗ ej) ; il peut être é
rit
omme la somme des produits tensoriels suivants :
U = (uij ei) ⊗ ej (5.126)Compte tenu des relations (5.125) et (5.121), la di�érentielle absolue de 
etenseur s'é
rit : dU = (duij ei) ⊗ ej + (uij ei) ⊗ d ej (5.127)Utilisant la règle (5.105) de di�érentiation absolue des ve
teurs, on obtient :dU = d (uij ei ⊗ ej) = d uij ei ⊗ ej + uij d ei ⊗ ej + uij ei ⊗ d ej (5.128)La formule pré
édente se généralise pour des tenseurs d'ordre quel
onque en remar-quant que tout tenseur peut s'é
rire 
omme une somme de produits tensoriels eten itérant la formule (5.105) pour des produits tensoriels formés par un nombrequel
onque de tenseurs.
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5.3.4 Théorème de Ri

iLa di�érentiation des 
omposantes du tenseur fondamental gij = ei · ej, nous donne :d gij = ei · d ej + d ei · ej = ei · wk
j ek + wk

i ek · ej (5.129)d'où l'identité : d gij = gik w
k
j + gjk w

k
i (5.130)Expli
itant les 
omposantes wk

j en fon
tion des symboles de Christo�el, il vient :d gij = ∂h gij d yh = gik Γj
k
h d yh + gjk Γi

k
h d yh (5.131)Identi�ant les 
oe�
ients des di�érentielles d yh, on obtient :

∂h gij = gik Γj
k
h + gjk Γi

k
h (5.132)Les relations (5.132) 
onstituent les identités de Ri

i. Formons la di�érentielleabsolue des 
omposantes gij en utilisant la formule (5.118) et (5.119), soit :d gij = d gij − wk

j gik − wk
i gjk (5.133)La 
omparaison de 
ette dernière relation ave
 la formule (5.130) montre quel'on a : d gij = 0 (5.134)La di�érentielle absolue des 
omposantes du tenseur fondamental estnulle : 
'est le théorème de Ri

i.5.3.5 Symboles de Christo�el 
ontra
tésOn va utiliser le théorème de Ri

i pour 
al
uler l'expression des symboles deChristo�el 
ontra
tés Γi

i
k en fon
tion des gij. Dans 
e but, utilisons la formulegénérale donnant les 
omposantes 
ovariantes de la dérivée 
ovariante du tenseurd'ordre deux gij et é
rivons que 
ette dérivée est nulle selon le théorème de Ri

i :

∇k gij = ∂k gij − Γi
l
k glj − Γj

l
k gil = 0 (5.135)E�e
tuons la multipli
ation 
ontra
tée de 
ette expression par gij, il vient enutilisant les relations gij gjl = δli :

gij ∂k gij − Γi
l
k δ

l
i − Γj

l
k δ

j
l = 0 (5.136)d'où la relation :

gij ∂k gij − Γi
i
k − Γj

j
k = 0 (5.137)Les quantités Γi

i
k et Γj

j
k représentant les mêmes sommes, par rapport aux indi
esmuets i ou j, la relation pré
édente nous donne :151



gij ∂k gij = 2Γi
i
k (5.138)Soit g le déterminant des quantités gij. La dérivation du déterminant nous donne :

∂k g = g gij ∂k gij (5.139)Les relations (5.138) et (5.139) nous donnent alors l'expression des symboles 
on-tra
tés de Christo�el sous la forme :
Γi

i
k =

1

2 g
∂k g =

1
√

|g|
∂k

√

|g| (5.140)5.4 Opérateurs di�érentiels5.4.1 Ve
teur gradientConsidérons un 
hamp de s
alaire dé�ni en 
haque point d'un espa
e pon
tuel εnpar une fon
tion F (y1, y2, ..., yn) des 
oordonnées 
urvilignes yi.Dérivées partielles - On va montrer que les dérivées partielles ∂k F d'un 
hampde s
alaires sont les 
omposantes 
ovariantes d'un ve
teur. Pour 
ela, 
onsidérons unautre système de 
oordonnées 
urvilignes (y′j) de εn où 
e même 
hamp de s
alairess'é
rit : F (y1, y2, ..., yn) = F ′(y′1, y′2, ..., y′n). La dérivation partielle d'une fon
tion
omposée nous donne :
∂ F

∂ yj
=

∂ F ′

∂ y′i
∂ y′i

∂ yj
(5.141)Les relations (4.43) et (4.44) montrent que les quantités ∂j F se transforment
omme les ve
teurs de base (ei) du repère naturel de εn. Les dérivées ∂j F sont don
des quantités 
ovariantes qui, pour j = 1, 2, ..., n, 
onstituent les 
omposantes d'untenseur un.Dé�nition du ve
teur gradient - Ce tenseur d'ordre un est appelé le ve
teurgradient de F . On note 
e ve
teur gradF et sa dé
omposition sur la base ré
iproqueest donnée par :

gradF = ∂k F ek (5.142)Les 
omposantes 
ovariantes du ve
teur gradient sont notées gradk F , soit :
gradk F = ∂k F (5.143)Ses 
omposantes 
ontravariantes gradi F sur la base (ei) sont données par :

gradi F = gik ∂k F (5.144)
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5.4.2 Rotationnel d'un 
hamp de ve
teursSoit un 
hamp de ve
teurs V de 
omposantes 
ovariantes vi. La dérivée 
ovariantedu ve
teur V a pour 
omposantes 
ovariantes les quantités données par la relation(5.71), à savoir :
∇j vi = ∂j vi − vk Γj

k
i (5.145)É
hangeant les indi
es de 
ette dernière relation et remarquant que les symbolesde Christo�el sont symétriques par rapport à leurs indi
es inférieurs, on obtient :

∇i vj = ∂i vj − vk Γj
k
i (5.146)Retran
hons membre à membre les relations (5.145) et (5.146), il vient :

∇j vi −∇i vj = ∂j vi − ∂i vj (5.147)Les quantités �gurant dans 
ette dernière relation représentent don
 les 
om-posantes d'un nouveau tenseur appelé tenseur rotationnel du ve
teur V. C'est untenseur antisymétrique que l'on note rotV et l'on a :
rotV = (∇j vi −∇i vj) ei ⊗ ej = (rotV)ij ei ⊗ ej (5.148)Ve
teur rotationnel - On a vu, au 
hapitre III, que parmi les n2 
omposantes d'untenseur antisymétrique d'ordre n, 
elui-
i possède n(n− 1)/2 
omposantes stri
tes.Pour un espa
e à trois dimensions, et seulement dans 
e 
as, le nombres de 
om-posantes stri
tes est égal à la dimension de l'espa
e.Dans le 
as d'un espa
e eu
lidien ε3 rapporté à un système de 
oordonnéesorthonormées, le ve
teur formé à partir des 
omposantes stri
tes du tenseur rotV,et ayant pour 
omposantes :

(rotV)1 = ∂2 v3 − ∂3 v2 ; (rotV)2 = ∂3 v1 − ∂1 v3 ; (rotV)3 = ∂1 v2 − ∂2 v1(5.149)
onstitue le ve
teur rotationnel 
lassique. C'est un exemple de ve
teur adjointd'un tenseur.5.4.3 Divergen
e d'un 
hamp de ve
teursSoit un 
hamp de ve
teur V dont la dérivée 
ovariante est ∇k v
i. Par 
ontra
tiondu tenseur ∇k v

i, on obtient un s
alaire ∇i v
i appelé divergen
e du ve
teur V. Onnote la divergen
e :

divV = ∇i v
i (5.150)L'expression développée de la dérivée 
ovariante :

∇k v
i = ∂k v

i + vj Γk
i
j (5.151)153



donne pour expression de la divergen
e :
divV = ∂i v

i + vj Γi
i
j (5.152)L'expression du symbole de Christo�el 
ontra
té Γi

i
j , donnée par la relation(5.140), permet d'é
rire la divergen
e sous la forme :

divV = ∂i v
i +

vi
√

|g|
∂i
√

|g| (5.153)Cette dernière expression peut être transformée en utilisant la relation suivanteentre deux quantités di�érentiables a et b :
1

a
d (b a) = d b+ b

a
d a (5.154)et en posant : a =

√

|g|, b = vi ; on obtient :
divV =

1
√

|g|
∂i (v

i
√

|g|) (5.155)Pour un système de 
oordonnées orthonormées, g = 1, on retrouve l'expression
lassique de la divergen
e : divV = ∂i v
i.5.4.4 Lapla
ien d'un 
hamp de s
alairesOn appelle lapla
ien d'un 
hamp de s
alaire dé�ni par une fon
tion F (y1, y2, ..., yn)à valeurs s
alaires, l'expression :

∆F = div gradF (5.156)L'expression du lapla
ien s'obtient à partir de la dé�nition (5.150) de la diver-gen
e et des 
omposantes 
ontravariantes du gradient gik ∂k F , on a :
∆F = ∇i (g

ik ∂k F ) (5.157)La propriété de permutation de la dérivée 
ovariante ave
 le 
hangement de varian
epar multipli
ation par gij et sommation, nous donne :
∆F = gik ∇i (∂k F ) (5.158)Les quantités ∇i (∂k F ) sont les 
omposantes 
ovariantes de la dérivée 
ovariantedu ve
teur gradF ; elles sont données par la relation (5.71), soit :

∇i (∂k F ) = ∂ik F − Γi
l
k ∂l F (5.159)d'où l'expression du lapla
ien :

∆F = gik (∂ik F − Γi
l
k ∂l F ) (5.160)On obtient également une expression du lapla
ien en reportant les 
omposantes
ontravariantes de gradF dans la relation (5.155), soit :154



∆F =
1

√

|g|
∂i (

√

|g| gik ∂k F ) (5.161)Pour un système de 
oordonnées orthonormées, gik = δik, on retrouve l'expression
lassique du lapla
ien : ∆F = ∂kk F .5.5 Exer
i
es résolusExer
i
e 5.1On 
onsidère deux systèmes de 
oordonnées 
urvilignes tels que :
ūi = ūi(u1, u2, ..., un) ; uj = uj(ū1, ū2, ..., ūn)1. Soient Γk

j
i et Γ̄h

m
l les symboles de Christo�el relatifs respe
tivement aux
oordonnées ui et ūk. Démontrer qu'on a la relation suivante :2.

Γk
j
i = ∂i ū

l ∂m uj ∂k ū
h Γ̄h

m
l + ∂l u

j ∂ki ū
l3. Dans le 
as où les 
oordonnées ūi sont re
tilignes, démontrer que la formulepré
édente se réduit à :

Γk
j
i = ∂l u

j ∂ki ū
lSolutions1. La démonstration de la formule de transformation des symboles de Christo�elaboutit à l'équation (5.47) :

Γk
j
i = A′l

i A
j
m A′h

k Γ′

h
m

l + Aj
l ∂k A

′l
iRemplaçant les quantités A et A′ par les expressions (4.45), soit :

(a) A′k
i = ∂i ū

k ; (b) Ai
k = ∂k u

iOn obtient l'expression demandée :
Γk

j
i = ∂i ū

l ∂m uj ∂k ū
h Γ̄h

m
l + ∂l u

j ∂ki ū
l2. Si les 
oordonnées ūi sont re
tilignes - 
'est le 
as des 
oordonnées 
artési-ennes, par exemple - on a : d ei = 0 et tous les symboles de Christo�el Γ̄h

m
lsont nuls. On obtient alors la formule simpli�ée :

Γk
j
i = ∂l u

j ∂ki ū
l
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Exer
i
e 5.2On 
onsidère dans un plan, un système de 
oordonnées 
artésiennes, x1, x2, et unsystème de 
oordonnées 
urvilignes u1, u2 dé�nies par : x1 = u1 
os u2 ; x2 = u1 sinu2(
oordonnées polaires). Les 
omposantes 
ovariantes gij du tenseur métrique ont été
al
ulées au 
ours de l'exer
i
e (4.2), soit :
g11 = 1 ; g12 = g21 = 0 ; g22 = (u1)21. Déterminer les 
omposantes 
ontravriantes gij du tenseur métrique.2. Rappeler les formules permettant le 
al
ul des symboles de Christo�el depremière et se
onde espè
es à partir des gij3. Cal
uler 
es symboles pour les 
oordonnées polaires en utilisant 
es formules.4. Cal
uler les symboles de Christo�el de deuxième espè
e à partir de la formuleétablie dans l'exer
i
e (5.1) : Γk

j
i = ∂l u

j ∂ki ū
l ave
 ūl = xl.Solutions1. Pour des 
oordonnées orthogonales, on a : gii = 1/gii, d'où :

g11 = 1 ; g12 = g21 = 0 ; g22 = 1/(u1)22. Les symboles de Christo�el de première espè
e sont donnés par la formule(5.38) :
Γkji =

1

2
(∂k gij + ∂i gjk − ∂j gki)Les symboles de deuxième espè
e sont liées aux pré
édents, selon (5.39), par :

Γk
i
j = gil Γklj =

1

2
gil (∂k gjl + ∂j glk − ∂l gkj)3. Les dérivées partielles ∂k gij sont nulles pour i 6= j et i = j = 1. Il reste à
al
uler :

∂1 g22 = ∂1 (u
1)2 = 2 u1 ; ∂2 g22 = ∂2 (u

1)2 = 0Les symboles de première espè
e Γkji non nuls sont tels que :
k, i, j = 1, 2, 2 ; i, j, k = 1, 2, 2 ; j, k, i = 1, 2, 2d'où :

Γ122 = u1 ; Γ221 = u1 ; Γ212 = −u1Les symboles de deuxième espè
e sont :
Γ1

1
1 = 0 Γ1

1
2 = 0 ; Γ2

1
1 = 0 ; Γ2

1
2 = −u1

Γ1
2
1 = 0 Γ1

2
2 = 1/u1 ; Γ2

2
1 = 1/u1 ; Γ2

2
2 = 0156



4. Le 
al
ul dire
t des symboles de Christo�el de deuxième espè
e né
essitel'expression des 
oordonnées ui en fon
tion des xj . On a :
u1 =

√

(x1)2 + (x2)2 ; u2 = ar
tan (x2/x1)Le 
al
ul des dérivées premières partielles des fon
tions ui (x1, x2) nous donne :
∂1 u

1 = x1/u1 ; ∂2 u
1 = x2/u1 ; ∂1 u

2 = −x2/(u1)2 ; ∂2 u
2 = x1/(u1)2Le 
al
ul des dérivées premières partielles des fon
tions xj (u1, u2) nous donne :

∂11 x
1 = 0 ∂12 x

1 = −sin u2 ; ∂22 x
1 = −u1 
os u2

∂11 x
2 = 0 ∂12 x

2 = 
os u2 ; ∂22 x
2 = −u1 sinu2L'utilisation de la formule Γk

j
i = ∂l u

j ∂ki x
l permet de retrouver les valeurs
al
ulées pré
édemment. On a, par exemple :

Γ1
1
1 = ∂1 u

1 ∂11 x
1 + ∂2 u

1 ∂11 x
2 = 0

Γ2
1
2 = ∂1 u

1 ∂22 x
1 + ∂2 u

1 ∂22 x
2 = −u1 ; et
.Exer
i
e 5.3Les 
omposantes 
ovariantes du tenseur métrique, en 
oordonnées sphériques

r, θ, ϕ, sont :
g11 = 1 ; g22 = r2 ; g33 = r2 sin2θ ; gij = 0 si i 6= jLes 
oordonnées sphériques sont dé�nies par :

x = r sin θ 
osϕ ; x = r sin θ sinϕ ; z = r 
os θ1. Cal
uler les symboles de Christo�el de première espè
e en 
oordonnées sphériques.2. Cal
uler 
eux de deuxième espè
e.Solutions1. Les symboles de première espè
e sont donnés par (5.38), soit :
Γkji =

1

2
(∂k gij + ∂i gjk − ∂j gki)Notons les 
oordonnées u1 = r, u2 = θ, u3 = ϕ ; les dérivées partielles nonnulles sont les suivantes :

∂1 g22 = 2 r ; ∂1 g33 = 2 r sin2 θ ; ∂2 g33 = 2 r2 
os θ sin θ157



L'appli
ation de la formule (5.38) nous donne neuf symboles de Christo�elnon nuls, à savoir :
Γ212 =− r ; Γ323 = −r2 sin θ 
os θ ; Γ313 = −r sin2 θ
Γ122 =Γ221 = r ; Γ133 = Γ331 = r sin2 θ ; Γ332 = Γ233 = r2 
os θ sin θ2. La relation (5.39) : Γk

i
j = gil Γklj, permet la détermination des symboles deChristo�el de deuxième espè
e ; on obtient neuf symboles non nuls :

Γ2
1
2 =− r ; Γ2

2
1 = Γ1

2
2 = 1/r ; Γ3

3
1 = Γ1

3
3 = 1/r

Γ3
1
3 =− r sin2 θ ; Γ3

2
3 = −sin θ 
os θ ; Γ2

3
3 = Γ3

3
2 = 
otan θExer
i
e 5.4Lorsque la matri
e du tenseur est symétrique est diagonale (gij = 0 si i 6= j),montrer que pour des indi
es donnés (
'est-à-dire pour des symboles où la présen
ede deux indi
es identiques n'indique pas de sommation), on a pour les symboles deChristo�el de se
onde espè
e :1. Γi

i
j = Γj

i
i = (1/2) ∂j ln|gii|2. Γj

i
j = −(1/2 gii) ∂i gjj ; ave
 i 6= j3. Tous les autres symboles Γj

i
k sont nuls.Solutions1. On suppose que tous les gii sont non nuls et l'on a : g−1

ii = gii ; il vient pour
i et j donnés (pas de sommation sur i et j) :

Γi
i
j = gik Γikj = gii Γiij =

1

gii

(

1

2
∂j gii

)

=
1

2
∂j ln|gii|2. On obtient de même, pour i et j donnés et i 6= j :

Γj
i
j = gik Γjkj = gii Γjij =

1

gii

(

− 1

2
∂i gjj

)3. Lorsque tous les termes gij sont nuls pour i 6= j, alors toutes les dérivées de
es gij sont nulles et l'on a :
Γi

j
j = gjp Γipk = gjj Γijk =

gjj

2
(∂i gjk + ∂k gij + ∂j gik) = 0Exer
i
e 5.5En utilisant les résultats de l'exer
i
e (5.4), 
al
uler les symboles de Christo�elde se
onde espè
e en 
oordonnées sphériques u1, u2, u3.158



SolutionsLes 
omposantes 
ovariantes du tenseur fondamental en 
oordonnées sphériques
u1, u2, u3 sont :

g11 = 1 ; g22 = (u1)2 ; g33 = (u1)2 sin2 u2 ; gij = 0 si i 6= jOn est don
 bien dans le 
as d'une matri
e diagonale du tenseur métrique. Util-isant les formules de l'exer
i
e (5.4), soit :
Γi

i
j = Γj

i
i = (1/2) ∂j ln|gii|on obtient les valeurs des symboles de Christo�el non nuls :

Γ2
2
1 = Γ1

2
2 = (1/2) ∂1 ln (u1)2 =

1

u1
; Γ3

3
1 = Γ1

3
3 =

1

u1
; Γ3

3
2 = Γ2

3
3 = 
otan u2La formule suivante : Γj

i
j = −(1/2 gii) ∂i gjj, nous donne les valeurs non nullessuivantes :

Γ2
1
2 = −(1/2) ∂1 (u

1)2 = −u1 ; Γ3
1
3 = −u1 sin2 u2 ; Γ3

2
3 = −sinu2 
os u2On obtient neuf symboles de Christo�el de se
onde espè
e non nuls ; les 18 autressont nuls.Exer
i
e 5.6Une parti
ule se dépla
e le long d'une traje
toire dé�nie en 
oordonnées sphériques

r, θ, ϕ.Déterminer les 
omposantes 
ontravariantes ak de l'a

élération a de 
ette parti
ulepour les traje
toires suivantes.1. La traje
toire est dé�nie par : r = c, θ = ω t, ϕ = π/4 ; t est le temps.2. La traje
toire est dé�nie par : r = c, θ = π/4, ϕ = ω t. Cal
uler la norme del'a

élération et montrer qu'on retrouve la formule 
lassique : ||a|| = r ω2.Solutions1. Déterminons les valeurs des symboles de Christo�el le long de la traje
toire ;on a, pour r = c, θ = ω t, ϕ = π/4 :
Γ2

2
1 = Γ1

2
2 =

1

u1
=

1

c
; Γ3

3
1 = Γ1

3
3 =

1

u1
=

1

c
; Γ3

3
2 = Γ2

3
3 = 
otanω t

Γ2
1
2 = −u1 = −c ; Γ3

1
3 = −c sin2 ω t ; Γ3

2
3 = −sinω t 
osω tLes 
omposantes 
ontravariantes de l'a

élération sont les suivantes :159



a1 =
d2 u1d t2 + Γi

1
k

d uid t d ukd t = 0 + Γ2
1
2

(d u2d t )2

+ Γ3
1
3

(d u3d t )2

= −c ω2

a2 = 0 ; a3 = 0On retrouve l'expression 
lassique de l'a

élération d'une parti
ule e�e
tuantune traje
toire 
ir
ulaire à vitesse 
onstante.2. Symboles de Christo�el le long de la traje
toire :
Γ2

2
1 = Γ1

2
2 =

1

u1
=

1

c
; Γ3

3
1 = Γ1

3
3 =

1

u1
=

1

c
; Γ3

3
2 = Γ2

3
3 = 
otan π/4 = 1

Γ2
1
2 = −u1 = −c ; Γ3

1
3 = −c sin2 π/4 = −(c/2) ; Γ3

2
3 = −(1/2)Les 
omposantes 
ontravariantes de l'a

élération sont les suivantes :

a1 =
d2 u1d t2 + Γi

1
k

d uid t d ukd t = 0 + Γ2
1
2

(d u2d t )2

+ Γ3
1
3

(d u3d t )2

= −c ω2

2

a2 = 0 + 2Γ1
2
2

du1d t d u2d t + Γ3
2
3

(d u3d t )2

= −ω2

2
; a3 = 0Les 
omposantes 
ovariantes du tenseur fondamental le long de la traje
toiresont :

g11 = 1 ; g22 = c2 ; g33 = c2/2 d'où ||a|| =
√

gij ai aj = c ω2/
√
2Le rayon du 
er
le par
ouru est : r = c sin (π/4) = c/

√
2 d'où :

||a|| = c ω2/
√
2 = r ω2Exer
i
e 5.7Cal
uler l'expression de la divergen
e en 
oordonnées sphériques r, θ, ϕ :1. Pour un 
hamp de ve
teurs A de 
omposantes 
ontravariantes Ai dans lerepère naturel.2. Pour le même 
hamp de ve
teurs A de 
omposantes Ar, Aθ, Aϕ dans unrepère naturel dont les ve
teurs de base ont été normés.
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SolutionsLa divergen
e d'un 
hamp de ve
teurs est donnée par la formule (5.153) :divA = ∂i A
i +

Ai

√

|g|
∂i
√

|g|Notons r = x1, θ = x2, ϕ = x2 ; on a : g = (x1)4 sin2 x2.1. Reportons dans la formule de la divergen
e, il vient :divA = ∂1 A
1 + ∂2A

2 + ∂3A
3 +

2

x1
A1 + A2 
otan x22. Les ve
teurs de la base naturelle ont pour norme :

||e1 = 1 ; ||e2|| = r ; ||e3|| = r sin θSur une base orthonormée, les 
omposantes 
ovariantes et 
ontravariantes sontidentiques. On a alors les relations :
Ar = A1 ; Aθ = r A2 ; Aϕ = r sin θ A3L'expression pré
édente de la divergen
e nous donne, en remplaçant les vari-ables et les 
omposantes par leur é
riture traditionnelle :divA =
∂ Ar

∂ r
+

1

r

∂ Aθ

∂ θ
+

1

r sin θ ∂ Aϕ

∂ ϕ
+

2

r
Ar +


otan θ
r

AθOn retrouve l'expression 
lassique de la divergen
e en 
oordonnées sphériquesdont les ve
teurs de la base naturelle ont été normés.Exer
i
e 5.81. Partant de l'expression (5.38) : Γkji =
1

2
(∂k gij + ∂i gjk − ∂j gki), démontrerla relation :

∂k gij = Γjik + Γkji2. En utilisant le résultat pré
édent, démontrer la relation :
∂m glj = −gli Γm

j
i − gjk Γm

l
kSolutions1. La relation (5.38) nous donne :

Γjik + Γkji =
1

2
(∂j gik + ∂k gji − ∂i gjk) +

1

2
(∂k gij + ∂i gjk − ∂j gki) = ∂k gji161



2. La relation (1.102) s'é
rit :
gik g

kj = δji , d'øù ∂m (gik g
kj) = ∂m (δji ) = 0D'autre part, on a :

∂m (gik g
kj) = gik ∂m gkj + gkj ∂m gik = 0 , soit gik ∂m gkj = −gkj ∂m gikMultipliant par gil et sommant, il vient :

gil gik ∂m gkj = −gil gkj ∂m gikUtilisant de nouveau la relation (1.102) ainsi que la relation obtenue à laquestion (1), on obtient :
δik ∂m gkj = −gil gkj (Γikm + Γmik) soit ∂m glj = −gli Γm

j
i − gjk Γm

l
kExer
i
e 5.9Démontrer que les dérivées 
ovariantes des 
omposantes des tenseurs suivantssont nulles :1. Tenseur de Krone
ker : δki2. Tenseur fondamental, à partir de ses 
omposantes 
ovariantes gij, en utilisantles résultats de l'exer
i
e (5.8).3. Faire de même à partir des 
omposantes 
ontravariantes gik.4. Déduire des résultats pré
édents, le théorème de Ri

i :D gij = D gij = 0Solutions1. Les 
omposantes de la dérivée 
ovariante du tenseur δki sont données, selonla formule générale (5.88), par :

∇k δ
r
s = ∂k δ

r
s + δis Γk

r
i − δri Γk

i
s = 0 + Γk

r
s − Γk

r
s = 02. Pour le tenseur fondamental gij, on a :

∇k gij = ∂k gij − glj Γk
l
i − gil Γk

l
j = ∂k gij − Γkji − ΓkijLa question (1) de l'exer
i
e (5.8) nous donne : ∂k gij = Γjik + Γkji, d'où :

∇k gij = 0162



3. Les 
omposantes 
ontravariantes du tenseur fondamental s'é
rivent :
∇k g

ij = ∂k g
ij + glj Γl

i
k + gil Γl

j
kL'exer
i
e (5.8) question (2) nous donne, en 
hangeant les indi
es :

∂k g
ij = −gli Γl

j
k − glj Γk

i
ld'où : ∇k g

ij = 04. La di�érentielle absolue des 
omposantes d'un tenseur gij est donnée par :D gij = ∇k gij d ukoù les uk sont les 
oordonnées 
urvilignes de l'espa
e pon
tuel 
onsidéré. Puisquetoutes les dérivées 
ovariantes sont nulles, on a :D gij = 0et de même D gij = 0. C'est le théorème de Ri

i.
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Chapitre 6Espa
es de Riemann
6.1 Exemples d'espa
e de Riemann6.1.1 Surfa
es à deux dimensionsSphère - Considérons une sphère de rayon R, de surfa
e S, située dans l'espa
eordinaire à trois dimensions. Les 
oordonnées 
artésiennes x, y, z d'un point M de lasurfa
e S peuvent s'exprimer, par exemple, en fon
tion des 
oordonnées sphériques,la longitude ϕ et la 
olatitude θ. La sphère est entièrement dé
rite si 0 6 θ < π et
0 6 ϕ < 2π.Deux tels paramètres, permettant de déterminer un point sur la surfa
e de lasphère, sont appelés des 
oordonnées 
urvilignes sur la surfa
e ou 
oordon-nées de Gauss. D'autres paramètres quel
onques, u, v, peuvent évidemment être
hoisis 
omme 
oordonnées 
urvilignes sur la surfa
e.L'élément linéaire de la surfa
e d s2, 
arré de la distan
e entre deux pointsin�niment voisins M et M ′, s'é
rit en fon
tion des 
oordonnées sphériques, pour
R =
onstante : d s2 = R2 d θ2 +R2 sin2 θ dϕ2 (6.1)On obtient une expression de l'élément linéaire en fon
tion des deux seules 
oor-données de Gauss θ et ϕ.Tenseur fondamental riemannien - Étant dé
rite à l'aide de deux paramètres,la surfa
e de la sphère (
onsidérée 
omme un espa
e à deux dimensions) 
onstitueun exemple d'espa
e de Riemann à deux dimensions.L'élément linéaire (6.1) est de la forme générale (4.47), à savoir :d s2 = gij d ui d uj (6.2)où les d ui sont les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur dM = MM′ par rap-port au repère naturel (M, ei). Posant u1 = θ, u2 = φ, on obtient par identi�
ationdes formules (6.1) et (6.2) : 164



g11 = R2 , g12 = g21 = 0 , g22 = R2 sin2 θ (6.3)Les quantités gij ave
 i, j = 1, 2, 
onstituent les 
omposantes d'un tenseurqui est le tenseur fondamental de l'espa
e riemannien formé par la sur-fa
e S. C'est un exemple de tenseur fondamental riemannien ou en
ore métriqueriemannienne.Les propriétés géométriques des �gures tra
ées sur la surfa
e d'une sphère nesont plus 
elles de la géométrie eu
lidienne. Ainsi, le plus 
ourt 
hemin d'un point
A à un autre point B, sur la surfa
e sphérique, est 
onstitué par un ar
 de grand
er
le passant par les points A et B. Les ar
s de grand 
er
le jouent le même r�lepour la sphère que les droites dans le plan. Ce sont les géodésiques de la sphère.Un triangle sphérique est déterminé par trois ar
s de grands 
er
les tra
és surla sphère. En parti
ulier, la somme des angles que forment les 
�tés 
urvilignes destriangles est di�érent de π radians.Surfa
e quel
onque à deux dimensions - Considérons à présent une surfa
equel
onque de 
oordonnées de surfa
e u1 et u2. Les 
oordonnées 
artésiennes x, y, z,de l'espa
e ordinaire où se trouve prolongée 
ette surfa
e s'é
rivent de manièregénérale :

x = x(u1, u2) , y = y(u1, u2) , z = z(u1, u2) (6.4)L'élément linéaire d s2 s'é
rit alors, en fon
tion des variables u1 et u2 :d s2 = E du1 d u2 + 2F du1 d u2 +G du1 d u2 (6.5)ave
 :
E = (∂1 x)

2 + (∂1 y)
2 + (∂1 z)

2

F = ∂1 x ∂2 x+ ∂1 y ∂2 y + ∂1 z ∂2 z
G = (∂2 x)

2 + (∂2 y)
2 + (∂2 z)

2
(6.6)L'expression (6.5) s'appelle la première forme quandratique fondamentalede la surfa
e 
onsidérée. Les 
oe�
ients E, F,G, sont des fon
tions de 
oordonnées
urvilignes. De manière générale, 
ette surfa
e, 
onsidérée 
omme un espa
e à deuxdimensions, 
onstituera un exemple de d'espa
e de Riemann, pour des fon
tions(6.4) arbitraires.6.1.2 Disque tournantConsidérons un autre exemple d'espa
e riemannien faisant intervenir des propriétésrelativistes. Soient deux disques 
o-axiaux S et S0 que nous supposerons animés l'unpar rapport à l'autre, d'un mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire ωautour de leur axe 
ommun. Admettons qu'un observateur, muni d'un étalon delongueur lié à S0, fasse des mesures et que 
elles-
i montrent que sur S0 et sur S, la165



géométrie est eu
lidienne.Étudions maintenant les mesures qui vont être faites par un observateur lié audisque tournant S et qui va naturellement 
hoisir un étalon de longueur lié à S. Si
et étalon de longueur est pla
é dans une dire
tion radiale quel
onque, sa vitessede dépla
ement longitudinale est nulle pour un observateur de S0 et 
et étalon auratoujours une longueur unité.Par 
ontre, si 
et étalon est dirigé selon une perpendi
ulaire au rayon du disque,en un point situé à la distan
e r du 
entre de rotation, 
et étalon possède unevitesse longitudinale v = r ω. Il subit don
 une 
ontra
tion de Lorentz qui, pour unobservateur de S0, ramène sa longueur au repos l0 à la valeur :
l = l0 (1− β2)1/2 (6.7)ave
 β = r ω/c, où c est la vitesse de la lumière.Choisissons un système de 
oordonnées polaires r, θ. La distan
e entre deuxpoints (r, θ) et (r+d r, θ+d θ) du système S, mesurée à l'aide de l'étalon de longueurdu système S0, est eu
lidienne et donnée par :d s2 = d r2 + r2 d θ2 (6.8)Par 
ontre, pour un observateur de S0, la distan
e entre 
es deux mêmes points,mesurée ave
 les étalons de longueurs liés au système tournant S, devient :d s2 = d r2 + r2 d θ2

1− β2
(6.9)La mesure e�e
tuée à l'aide d'un étalon lié au système tournant S donne pourlongueur d'une 
ir
onféren
e :

s =

∫

d,s =
2 π r

(1− β2)1/2
(6.10)Les étalons liés au repère tournant S étant les étalons naturels que 
hosirait unobservateur lié au disque tournant, il en résulte que la géométrie édi�ée à l'aide desétalons de son propre système n'est pas une géométrie eu
lidienne. Elle s'en é
arted'autant plus que la distan
e r par rapport au 
entre du disque est grande.Les 
oe�
ients de l'élément linéaire (6.9) sont les 
omposantes du tenseur fon-damental de 
et espa
e de Riemann 
onstitué par un disque tournant relativiste.C'est un exemple de métrique riemannienne.6.1.3 Espa
e de 
on�gurationVoyons un autre exemple d'espa
e riemannien plus abstrait que l'on utilise en mé-
anique. Soit un système dynamique à n degrés de liberté et soient q1, q2, ...., qn, unensemble de 
oordonnées génénralisées, 
'est-à-dire un système de n paramètres qui166



permettent de dé
rire l'évolution d'un système. L'ensemble des 
on�gurations d'untel système dynamique 
onstitue un espa
e à n dimensions que l'on appelle espa
ede 
on�guration.Considérons par exemple un système de parti
ules de masse mi dont les positionssont déterminées par les rayons ve
teurs ri et qui sont liées aux 
oordonnées qj parles équations de transformation :
ri = ri(q1, q2, ..., qn, t) (6.11)Par suite les vitesses vi = d ri/d t s'expriment en fon
tion des 
oordonnées qjpar :
vi = ∂j r

i q′j +
∂ ri

∂ t
(6.12)ave
 q′j = d qi/d t. Si les équations de transformation (6.11) ne 
ontiennent pasle temps expli
itement, 
'est-à-dire si les 
ontraintes sont indépendantes du temps,l'expression de la vitesse ne 
ontient pas de dérivée partielle par rapport au temps.Dans 
e 
as, l'énergie 
inétique T du système est donné par :

T =
1

2

∑

i

mi(v
i)2 = ajk q

′j q′k (6.13)ave
 ajk = (1/2)
∑

i mi ∂j r
i ∂k r

i. L'énergie 
inétique T est une forme quadra-tique dé�nie positive où les ajk sont des fon
tions des paramètres q1, q2, ..., qn.Dé�nissons alors l'élément linéaire de l'espa
e de 
on�guration par la relationsuivante : d s2 = ajk d qj d qk (6.14)On obtient un espa
e à n dimensions muni d'une métrique, dé�nie par l'expres-sion (6.14), qui en général ne sera pas eu
lidienne.C'est un espa
e de Riemanndont le tenseur fondamental a pour 
omposantes gij = aij .À toute 
on�guration du système dynamique 
orrespond un point bien dé�ni del'espa
e de 
on�guration et par suite, à tout mouvement du système est asso
ié lemouvement d'un point dans l'espa
e de Riemann. On obtient une image géométriqued'un problème de dynamique, 
e qui permet d'utiliser des méthodes tensorielles pourle résoudre.6.2 Métrique riemannienne6.2.1 Notion de variétéNous avons vu di�érents exemples d'espa
es de Riemann : surfa
e à deux dimen-sions, disque tournant relativiste, espa
e de 
on�guration. On dit que 
es espa
es167




onstituent des variétés munies d'une métrique riemannienne.Une variété peut être dé�nie, par exemple, par un ensemble de points situés dansun espa
e préexistant. De manière générale, une surfa
e donne l'idée d'une variétéà deux dimensions. La sphère et le tore sont des variétés à deux dimensions sansfrontière. Un 
ylindre de révolution, un paraboloïde hyperbolique, sont des variétésà deux dimensions ouvertes, ave
 frontières à l'in�ni.Mais on peut envisager des variétés in abstra
to. C'est le 
as, par exemple, desespa
es de 
on�guration tels que 
eux utilisés en Physique. Il s'agit alors d'un es-pa
e de point à n dimensions, représenté par un ensemble de 
oordonnées (ui), 
esdernières pouvant avoir des valeurs 
omprises dans un domaine �ni ou non. C'estun tel espa
e de points à n dimensions, dé�ni par un ensemble donné de n 
oor-données (ui), que nous utiliserons au 
ours de 
e 
hapitre. Un point M0 de 
ettevariété est dé�ni par un ensemble de 
oordonnées (ui)0. Une variété est 
ara
tériséepar la possibilité de représenter le voisinage d'un point M0 au moyen d'un systèmede n 
oordonnées ui, 
es dernières étant telles qu'à deux points in�niment voisins
orrespondent des nombres in�niment peu di�érents.6.2.2 Dé�nition des espa
es de RiemannUn espa
e de Riemann est une variété à laquelle on a atta
hé une métrique. Celasigni�e que, dans 
haque partie de la variété, représentée analytiquement au moyend'un système de 
oordonnées (ui), on s'est donné une métrique dé�nie par la formequadratique : d s2 = gij d ui d uj (6.15)Les 
oe�
ients gij ne sont pas entièrement arbitraires et doivent véri�er les 
on-ditions suivantes :� Les 
omposantes gij sont symétriques : gij = gji.� Le déterminant de la matri
e [gij] est di�érent de zéro.� La forme di�érentielle (6.15) et par 
onséquent le 
on
ept de distan
e dé�nipar les gij , est invariant vis-à-vis de tout 
hangement de système de 
oordon-nées.� Toutes les dérivées partielles d'ordre deux des gij existent et sont 
ontinues(on dit que les gij sont de 
lasse C2).Un espa
e Riemannien est don
 un espa
e de points, 
ha
un étant repéré par
n 
oordonnées ui, doté d'une métrique quel
onque de la forme (6.15) véri�ant les
onsitions 
i-dessus. Cette métrique est dite Riemannienne.Si la métrique est dé�nie positive, 
'est-à-dire lorsque gij vi vj, pour tout ve
teur vnon nul, on dit que l'espa
e est proprement Riemannien. Dans 
e 
as, le déterminant168



de la matri
e [gij ] est stri
tement positif et toutes les valeurs propres de 
ette matri
esont stri
tement positives.6.2.3 Métrique eu
lidienne et riemannienneComment distinguer une métrique eu
lidienne d'une métrique riemannienne ? Dé�nis-sons d'abord plus pré
isément 
e que l'on entend par métrique eu
lidienne.On a vu pré
édemment que tout espa
e eu
lidien admet des bases orthonorméestelles que gij = δij . Par dé�nition, on dira qu'une métrique d'un espa
e esteu
lidienne lorsque tout tenseur fondamental de 
et espa
e peut être ra-mené, par un 
hangement approprié de 
oordonnées, à une forme telleque gij = δij .Ainsi les tenseurs fondamentaux dé�nis par les éléments linéaires (6.2) et (6.9),ne peuvent être ramenés à un tenseur eu
lidien. On va voir par la suite les 
onditionsné
essaires que doivent véri�er les gij pour 
onstituer les 
omposantes d'un tenseurfondamental eu
lidien.La dé�nition des espa
es riemanniens montre que l'espa
e eu
lidien est un 
astrès parti
ulier de 
es espa
es. Il n'existe don
 qu'un seul espa
e eu
lidienalors qu'on peut inventer une in�nité d'espa
es riemanniens.6.2.4 Conditions né
essaires pour qu'une métrique soit eu
li-dienneSi l'on se donne un élément linéaire quel
onque, il n'existe pas, en général, un systèmede 
oordonnées yi qui 
onfère à l'espa
e eu
lidien la métrique dé�nie par 
et élémentlinéaire arbitraire. Pour qu'il existe un tel système de 
oordonnées, il faut qu'onpuisse déterminer les 
oordonnées re
tangulaires du point variable M , rapporté àdes axes �xes, et les proje
tions des ve
teurs de base ei du repère naturel, de manièreà avoir les relations : dM = d yi ei (6.16)d ei = wk
i ek (6.17)Nous avons vu pré
édemment que l'on pouvait lo
aliser tous les repères naturels

(M ′, e′i) in�niment voisins d'un repère naturel (M, ei) par rapport à 
e dernier. C'est
e que l'on a fait en déterminant les n3 symboles de Christo�el à partir des quantités
gij. On peut dire que l'espa
e eu
lidien est re
onstruit au voisinage de l'origineM durepère (M, ei). Or les 
onditions d'intégrabilité des équations (6.16) sont véri�éespuisqu'elles ont pré
isément été utilisées pour 
al
uler les symboles de Christo�el,en les é
rivant sous la forme (5.30).
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Cher
hons à présent les 
onditions d'intégrabilité des équations di�érentielles(6.17). Celles-
i se présentent 
omme des 
onditions pour que le problème pré
édentd'intégrabilité de (6.16) soit possible puisque la relation (6.17) a déjà été utilisée,lors du 
al
ul des symboles de Christo�el, sous la forme de la relation (5.30).Les di�érentielles (6.17) nous donnent les relations :
∂k ei = Γk

j
i ej (6.18)et les 
onditions d'intégrabilité né
essitent que les dérivées se
ondes ∂kl ei soientégales lorsqu'on intervertit l'ordre des dérivations. La dérivée de l'expression (6.18)nous donne :

∂l(∂k ei) = ∂l(Γk
j
i ej) = (∂l Γk

j
i + Γk

m
i Γl

j
m) ej (6.19)On obtient de même :

∂k(∂l ei) = ∂k(Γl
j
i ej) = (∂k Γl

j
i + Γl

m
i Γk

j
m) ej (6.20)L'égalité des dérivées se
ondes nous donne, pour 
haque ej :

(∂l Γk
j
i − ∂k Γl

j
i) + (Γk

m
i Γl

j
m − Γl

m
i Γk

j
m) = 0 (6.21)ave
 i, j, k, l,m = 1 à n.En remplaçant dans les relations (6.21) les Γk

j
i par leur valeur en fon
tion des

gij donnée par l'expression (5.39), on obtient les 
onditions né
essaires auxquellesdoivent satisfaire des fon
tions gij(u
1, u2, ..., un), que l'on se donne a priori dansun élément linéaire , pour représenter les 
omposantes d'un tenseur fondamentaleu
lidien.6.3 Propriétés géométriques6.3.1 Métrique eu
lidienne tangente en un pointLorsqu'on dé�nit un espa
e de Riemann Rn, on ne 
onnait pas a priori sespropriétés géométriques. On va voir 
ependant que de nombreuses formules de lagéométrie eu
lidienne vont pouvoir être généralisées aux espa
es de Riemann. Lemoyen le plus simple de re
her
her les propriétés géométriques des espa
es de Rie-mann va 
onsister à l'identi�er lo
alement, dans la mesure du possible, à un espa
eeu
lidien.Dé�nition - Dans 
e but, on va introduire la notion de métrique tangente en unpoint à la métrique riemannienne donnée. Pour 
ela, 
onsidérons un espa
e de Rie-mann Rn dont la métrique est dé�nie positive par :d s2 = gij d ui d uj (6.22)et soit M0 un point de Rn de 
oordonnées (ui)0.170



On appelle métrique eu
lidienne tangente, au point M0(u
1
0, u

2
0, ..., u

n
0), à lamétrique donnée par (6.22), la métrique dé�nie par un élément linéaire eu
lidien :d σ2 = γij d ui d uj (6.23)
onstruit ave
 les mêmes variables ui et tel que pour ui = ui

0, on ait :
(γij)0 = (gij)0 (6.24)La manière la plus simple de trouver une métrique eu
lidienne répondant à 
ettedé�nition est de 
hoisir des 
oe�
ients de l'élément linéaire (6.23) 
onstants, àsavoir γij = (gij)0.Dans le 
as où les 
oe�
ients d'un élément linéaire sont des 
onstantes, on est
ertain que la métrique est eu
lidienne 
'est-à-dire que l'élément linéaire peut seramener à une somme de 
arrés de la forme d σ2 = d yi d yi. Il est en e�et tou-jours possible, en passant des variables ui à d'autres variables xj au moyen d'unetransformation linéaire :
ui = αi

k x
k (6.25)où le ja
obien de la transformation est di�érent de zéro, de ramener le tenseur

γij à une forme diagonale aki , 
e
i en 
onservant l'invarian
e de la forme quadratique(6.23). Notons a11, a
2
2, ..., a

n
n, les éléments de la diagonale prin
ipale du tenseur, lesautres éléments étant nuls. Au moyen d'un nouveau 
hangement de 
oordonnées :

yi = (aii)
1/2 xi (6.26)(formule dans laquelle il n'y a pas de sommation sur l'indi
e), on est ramené àune métrique eu
lidienne où les 
oe�
ients de l'élément linéaire sont tous égaux à δij.Changement de 
oordonnées - E�e
tuons un 
hangement de système de 
oor-données, faisant passer des ui à de nouvelles 
oordonnées vj. Les 
omposantes dutenseur fondamental de l'espa
e eu
lidien tangent sont respe
tivement γij = (gij)0dans le système ui et γ′

kl = (g′kl)0 dans le système vj. Pour 
e 
hangement de 
o-ordonnées, on obtient, en appliquant les formules générales de transformation des
omposantes 
ovariantes d'un tenseur :
γij = (gij)0 = (∂i v

k)0 (∂j v
l)0 (g

′

kl)0 (6.27)Pour que la notion de métrique eu
lidienne tangente soit indépendante du sys-tème de 
oordonnées utilisées, il faut et il su�t que les relations (6.27) soientvéri�ées. On est ainsi amener à faire la 
onvention que, dans un 
hangement quel-
onque de 
oordonnées, les 
oe�
ients gij de la métrique d'un espa
e de Riemannse transforment 
omme les 
omposantes 
ovariantes d'un tenseur, à savoir :
gij = ∂i v

k ∂j v
l g′kl (6.28)
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Ave
 
ette 
onvention, la notion de métrique tangente eu
lidienne est bien in-dépendante du système de 
oordonnées ; on dit qu'elle présente un 
ara
tère in-trinsèque.Espa
e eu
lidien tangent en un point - Au lieu de dire qu'on a doué l'espa
ede Riemann d'une métrique eu
lidienne au point M0, on peut dire qu'on a fait unereprésentation de l'espa
e riemannien sur un espa
e eu
lidien. Cet espa
e eu
lidiensera appelé espa
e eulidien tangent en M0 à l'espa
e de Riemann donné.Ce n'est là qu'une 
onvention 
ommode de langage par
e qu'elle fait image. Maisil existe une in�nité de métriques eu
lidiennes tangentes en un point donné et parsuite une in�nité d'espa
es eu
lidiens tangents en M0. Cependant 
omme on ne 
on-sidérera dans 
e qui suit que les propriétés géométriques 
ommunes à tous les espa
eseu
lidiens, on peut parler sans in
onvénient de l'espa
e eulidien tangent en un point.Montrons que l'on peut trouver une in�nité de métriques eu
lidiennes tangentesà un espa
e de Riemann Rn donné. Appelons m0 le point de l'espa
e eu
lidien
εn 
orrespondant à M0 et (m0, e

0
i ) le repère naturel eu
lidien en m0 astreint aux
onditions :
e0i · e0j = (gij)0 (6.29)À tout pointM de Rn, situé au voisinage de M0, faisons 
orrespondre un pointmde εn, situé au voisinage de m0 en 
her
hant un système parti
ulier de 
oordonnéesqui permettent de repérer 
e point m. Pour 
ela, il faut dé�nir les 
oordonnées uidu point m par des nombres peu di�érent de ui

0. Appelons εi des fon
tions 
ontinuesarbitraires de (uk−uk
0) qui deviennent nulles ainsi que leurs dérivées premières pour

uk = uk
0. Le point m est alors dé�ni par :

m0m = (ui − ui
0) e

0
i + εi e

0
i (6.30)Les 
oordonnées ui ainsi dé�nies 
onstituent un système de 
oordonnées 
urvilignesde l'espa
e eu
lidien au voisinage m0. La relation (6.30) nous donne les ve
teurs durepère naturel en m0 :

(∂i m)0 = e0i (6.31)qui sont pré
isément 
eux que l'on avait initialement 
hoisis. Pour ui = ui
0, onobtient :

e0i · e0j = (γij)0 = (gij)0 (6.32)La relation (6.24) est ainsi véri�ée et la formule (6.30) permet don
 de dé�nirdes métriques eu
lidiennes tangentes au point M0 ainsi que les espa
es eu
lidienstangents 
orrespondants.
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6.3.2 Propriétés géométriques déduites des métriques eu
li-diennes tangentesCertaines propriétés de l'espa
e eu
lidien vont pouvoir être transposées dans lesespa
es de Riemann en 
onsidérant leur métrique eu
lidienne tangente en 
haquepoint ou, pour employer un langage géométrique, leur espa
e eu
lidien tangent en
e point.À 
haque point M d'un espa
e riemannien, on fait 
orrespondre le point m del'espa
e eu
lidien tangent supposé rapporté à son repère naturel (m, ei). On diraque l'on a dé�ni un ve
teur v au point M de l'espa
e de Riemann, rapporté aux 
o-ordonnées ui, si l'on se donne les 
omposantes d'un ve
teur au point m par rapportau repère (m, ei). On peut ainsi dé�nir un 
hamp de ve
teurs ou de tenseurs dansun espa
e de Riemann.Toutes les propriétés algébriques des ve
teurs eu
lidiens peuvent alors être trans-posées aux ve
teurs d'un espa
e de Riemann. En parti
ulier, si la métrique de l'es-pa
e riemannien est donnée par (6.15) et si l'on 
onsidère deux ve
teurs v et wd'un espa
e de Riemann, de 
omposantes respe
tives vi et wj, leur produit s
alaireest donné par :
v · w = gij v

iwj (6.33)La distan
e élémentaire de deux points in�niment voisins est donnée par (6.15)et l'on en déduit par intégration la longueur s d'un ar
 de 
ourbe quel
onque :
s =

∫

(gij d ui d uj)1/2 (6.34)Le volume élémentaire de l'espa
e eu
lidien tangent est donné par :dV = (g)1/2 d u1 d u2 ... dun (6.35)et 
e sera aussi 
elui de l'espa
e de Riemann. Un volume �ni s'obtiendra parintégration du volume élémentaire.Malgré le grand nombre de notions d'origine eu
lidienne que l'on peut généraliserdans un espa
e de Riemann, il est des notions élémentaires fondamentales qui man-quent en
ore. Ainsi la notion d'espa
e tangent eu
lidien ne permet pas de 
omparerentre eux des ve
teurs et des tenseurs atta
hés à deux points, même in�nimentvoisins, de l'espa
e de Riemann. On ne peut don
 pas 
al
uler leur dérivée.Jusqu'i
i un espa
e de Riemann est une 
olle
tion de petits mor
eaux d'espa
e eu-
lidien par
e que nous n'avons pas en
ore relié les uns aux autres les divers mor
eaux,en dé�nissant leur orientation mutuelle. C'est 
e que nous allons faire maintenanten dé�nissant la notion d'espa
e eu
lidien os
ulateur.
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6.4 Propriétés di�érentielles6.4.1 Métrique eu
lidienne os
ulatri
eUne métrique eu
lidienne os
ulatri
e au point M0(u
1
0, u

2
0, ..., u

n
0) à la métriqueriemannienne (6.22), est la métrique dé�nie par l'élément linéaire eu
lidien :d σ2 = γij d ui d uj (6.36)tel que ses 
oe�
ients γij, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre,aient enM0 les mêmes valeurs numériques que 
elles de l'élément linéaire riemanniendonné : d s2 = gij d ui d uj.Montrons qu'il existe des métriques eu
lidiennes os
ulatri
es en déterminant desvaleurs telles que, en M0, on ait :

(a) (γij)0 = (gij)0 ; (b) (∂k γij)0 = (∂k gij)0 (6.37)Pour 
ela, 
onsidérons l'espa
e eu
lidien εn rapporté à un repère naturel 
artésien
(O, ei) où les ve
teurs ei sont dé�nis par les valeurs numériques enM0 des 
oe�
ients
gij 
'est-à-dire tels que l'on ait :

ei · ej = (gij)0 (6.38)D'autre part, 
her
hons un système de 
oordonnées ui de l'espa
e eu
lidien quipermet de véri�er les relations (6.37). Cela est possible de multiple façons ; prenonspar exemple la relation suivante entre les 
oordonnées 
artésiennes xi et les 
oor-données de surfa
e ui :
xi = (ui − ui

0) + (1/2) (Γl
i
m)0 (u

l − ul
0) (u

m − um
0 ) (6.39)où les (Γl

i
m) sont 
al
ulés à partir des gij en utilisant les formules (5.39) ; onnote (Γl

i
m)0 leur valeur numérique en ui = ui

0. Soit M un point quel
onque de εn,de 
oordonnées xi, on a alors la relation suivante en ui = ui
0 :

(

∂M

∂ xi

)

0

=

(

∂M

∂ ui

)

0

= ei (6.40)Par suite du 
hoix fait sur les ve
teurs ei par la relation (6.38) et en tenant
ompte de la métrique (1.40), on a :
ei · ej = (γij)0 = (gij)0 (6.41)D'autre part, la relation (5.32) s'é
rit pour un espa
e eu
lidien de 
oordonnéesquel
onques :
∂jk M = ∂j ek = Γj

l
k el (6.42)En parti
ulier, pour les 
oordonnées ui dé�nies par la relation (6.39), on obtientpour ui = ui
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(∂jk M)0 = (∂j ek)0 = (Γj
l
k)0 el (6.43)où les dérivations sont faites par rapport aux variables ui.Dé�nissons également des symboles de Christo�el notés (Γ∗

j
l
k) dire
tement àpartir des quantités γij, à l'aide des formules (5.39) ; on a également en ui = ui

0 :
(∂jk M)0 = (Γ∗

j
l
k) el (6.44)Les relations (6.43) et (6.44) étant égales, on obtient l'égalité suivante pour lessymboles de Christo�el de se
onde espè
e, en ui = ui

0 :
(Γj

l
k)0 = (Γ∗

j
l
k)0 (6.45)De 
ette dernière égalité résulte l'égalié des symboles de Christo�el de premièreespè
e en ui = ui

0. La relation (5.35), nous donne �nalement :
(∂k gij)0 = (∂k γij)0 (6.46)Par suite, l'élément linéaire (6.36) de l'espa
e eu
lidien, rapporté à 
e systèmede 
oordonnées 
urvilignes ui, jouit de la propriété que, pour ui = ui

0, ses 
oe�
ientset leurs dérivées partielles du premier ordre ont les mêmes valeurs numériques que
elles de l'élément linéaire de l'espa
e riemannien donné.Les métriques eu
lidiennes os
ulatri
es, pour une métrique riemannienne donnée,sont indépendantes du 
hoix des 
oordonnées. En e�et, pour un 
hangement devariables donné, les nouvelles valeurs numériques des gij et de leurs dérivées partiellesdu premier ordre sont 
onnues dès que l'on 
onnait les an
iennes valeurs numériquesde 
es mêmes quantités.6.4.2 Espa
e eu
lidien os
ulateurComme on l'a fait remarquer pré
édemment pour l'espa
e eu
lidien tangent, au lieude parler de métrique eu
lidienne os
ulatri
e, on peut parler d'espa
e eu
lidien os-
ulateur.Les propriétés géométriques de l'espa
e eu
lidien os
ulateur seront des propriétésgéométriques intrinsèques de l'espa
e de Riemann. Nous allons ainsi pouvoir dé�nirla di�érentielle absolue des ve
teurs et des tenseurs dans un espa
e de Riemann.Exemple d'espa
e eu
lidien os
ulateur en un point - On a vu qu'une surfa
e
S, plongée dans l'espa
e à trois dimensions, peut être regardée 
omme un espa
eriemannien à deux dimensions. Considérons un point M de la surfa
e S et proje-tons orthogonalement les points de la surfa
e sur le plan tangent en M . On obtientainsi une représentation parti
ulière de S sur un plan eu
lidien et l'on va voir quela métrique du plan est os
ulatri
e à 
elle de la surfa
e.175



Pour 
ela, plaçons le point M à l'origine des 
oordonnées et 
hoisissons des axesre
tangulaires tels que tels que le plan x, y, soit le plan tangent à la surfa
e en M .L'élément linéaire du plan est donné par :d σ2 = d x2 + d y2 (6.47)Celui de la surfa
e, dé�ni par z = z(x, y), s'exprime en fon
tion des dérivéespartielles du premier ordre de la fon
tion z. C'est un 
as parti
ulier de l'expression(6.5) ave
 u1 = x, u2 = y, z(u1, u2) = z(x, y).Notons p =
∂ z

∂ x
, q =

∂ z

∂ y
, on a pour l'élément linéaire de la surfa
e S :d s2 = (1 + p2) dx2 + (1 + q2) d y2 + 2 p q d x d y (6.48)À l'origine des 
oordonnées, 
'est-à-dire au point M , on a : p = q = 0. Par suite,les 
oe�
ients des deux éléments linéaires sont égaux, ainsi que les dérivées partiellesdu premier ordre de 
es 
oe�
ients. On a don
 i
i une interprétation 
on
rète del'espa
e eu
lidien os
ulateur en un pointM ; 
'est, dans le 
as présent, le plan tangenten M à la surfa
e S.6.4.3 Di�érentielle absolue et dérivée 
ovariante des tenseursChamp de tenseurs d'un espa
e riemannien - Nous allons étendre aux espa
esde Riemann les notions d'analyse tensorielle eu
lidienne relative aux tenseurs at-ta
hés à deux points in�niment voisins. Avant 
ela, dé�nissons la notion de 
hampde tenseurs sur un espa
e de Riemann.Pour 
ela, en 
haque point M d'un espa
e de Riemann Rn, faisons 
orrespondredans l'espa
e eu
lidien os
ulateur un repère (m, ei) 
ompatible ave
 ave
 la métriqueriemannienne en 
e point. Cela permet de se donner les 
omposantes d'un tenseurpar rapport à 
e repère. La donnée de 
es 
omposantes en 
haque point M 
orre-spondant de l'espa
e de Riemann 
onstitue la donnée du 
hamp de tenseurs.Ainsi, par exemple, les gij du tenseur fondamental d'un espa
e de Riemann,donnés en 
haque point M , 
onstituent les 
omposantes 
ovariantes d'un 
hamp detenseurs.Di�érentielle absolue d'un ve
teur - Considérons un 
hamp de ve
teurs Vatta
hé au point M0 d'un espa
e de Riemann. Ces ve
teurs ont pour di�érentielleabsolue de leurs 
omposantes 
ontravariantes vi, dans l'espa
e eu
lidien os
ulateur,par rapport au repère naturel en M0 :
(D vi)0 = (d vi)0 + (ωi

j)0 v
j
0 (6.49)ave
 (ωi

j)0 = (Γ∗

k
i
j)0 d uk. Les symboles de Christo�el Γ∗

k
i
j sont 
eux de l'espa
eeu
lidien os
ulateur et ils sont égaux aux valeurs des symboles de Christo�el (Γk

i
j)0
al
ulés à partir de la métrique riemannienne, en ui = ui
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On est ainsi 
onduit à l'extension de la notion de di�érentielle absolue à un espa
equel
onque de Riemann. Par dé�nition, pour un ve
teur V d'un espa
e riemannien,la di�érentielle absolue a pour 
omposantes 
ontravariantes :D vi = d vi + ωi
j v

j = d vi + Γk
i
j v

j duk (6.50)Si le 
hamp de ve
teurs v est donné par ses 
omposantes 
ovariantes, sa di�éren-tielle absolue a pour 
omposantes 
ovariantes :D vi = d vi − ωj
i vj (6.51)Dérivée 
ovariante - On généralise de même aux espa
es de Riemann la notionde dérivée 
ovariante d'un ve
teur dont les quantités :

∇k v
i = ∂k v

i + Γk
i
j v

j (6.52)sont les 
omposantes 
ovariantes du tenseur dérivée 
ovariante, en fon
tion des
omposantes 
ontravariantes vj du ve
teur V.De même, on a les 
omposantes de la dérivée 
ovariante, en fon
tion des 
om-posantes 
ovariantes vi du ve
teur V sous la forme :
∇k vi = ∂k vi − Γk

j
i vj (6.53)Les formules donnant la di�érentielle absolue et la dérivée 
ovariante des tenseurseu
lidiens sont généralisées de la même façon aux tenseurs riemanniens.6.4.4 Transport parallèleDé�nitions - Deux ve
teurs d'origines in�niment voisinesM etM ′ sont dits équipol-lents s'ils sont équipollents dans l'espa
e eu
lidien os
ulateur en M .Dans l'espa
e eu
lidien, les ve
teurs étant parallèles, de même sens et de mêmelongueur, leur di�éren
e géométrique est nulle. Par suite, dans l'espa
e de Riemann,la di�érentielle absolue du ve
teur situé enM est nulle. Les 
onditions d'équipollen
ed'un ve
teur V de 
omposantes 
ontravariantes vi sont don
 :D vi = D vi = 0 (6.54)Transporter par équipollen
e un ve
teur V d'origine M en un point in�n-iment voisin M ′, 
'est 
onstruire le ve
teur V′, d'origine M ′, équipollent à V. Ondira en
ore que l'on e�e
tue un transport parallèle.Exemple - En géométrie eu
lidienne, la notion de parallélisme de deux ve
teurspeut être dé�nie en 
onsidérant l'angle que font 
es ve
teurs par rapport à unemême droite. Si leur dire
tion fait un même angle α ave
 une même droite, deuxve
teurs sont parallèles au sens eu
lidien du terme.
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Voyons 
e qu'il en est pour un espa
e de Riemann. Considérons, par exemple,une sphère sont un grand 
er
le passe par deux points M et M ′ (Fig. 6.1). Deuxve
teurs v et v′, lo
alisés respe
tivement aux points M et M ′, situés dans des planstangents à la sphère, sont pré
isément situés dans l'espa
e eu
lidien os
ulateur à lasurfa
e sphèrique en 
haque point.

Figure 6.1.Si 
es deux ve
teurs forment un même angle α ave
 les tangentes en M et M ′ àl'ar
 de grand 
er
le passant par 
es deux points, on dira qu'ils sont parallèles surla sphère. On aboutit ainsi à la généralisation de la notion de parallélisme sur unesurfa
e de Riemann. Lorsque 
es deux ve
teurs ont même module, on dira qu'ils sontéquipollents.6.4.5 Géodésiques d'un espa
e de RiemannLes géodésiques 
onstituent, pour les espa
es de Riemann, la généralisation desdroites de l'espa
e eu
lidien. Par dé�nition, les géodésiques 
onstituent les extré-males de la longueur des ar
s de 
ourbe joignant deux points déterminés ; leur équa-tion est donnée par la même relation (5.60) que pour les espa
es eu
lidiens, ladémonstration étant identique puisque seuls les gij di�èrent.On peut obtenir l'équation des géodésiques par des 
onsidérations d'ordre 
iné-matique, par analogie ave
 la mé
anique 
lassique. Considérons dans un espa
e deRiemann de 
oordonnées ui, un point mobile M qui se dépla
e en fon
tion d'unparamètre t qui représente, par exemple, le temps. Le ve
teur vitesse V du point Ma pour 
omposantes 
ontravariantes :
vi =

d uid t (6.55)et les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur a

élération sont données par :178



ai =
d vid t =

d2 uid t2 + Γk
i
j

d ujd t d ukd t (6.56)Si le mobile a une a

élération 
onstamment nulle, alors sa di�érentielle absolued vi est nulle. Par suite, sa vitesse est 
onstamment équipollente à elle-même. Dansl'espa
e eu
lidien, les traje
toires par
ourues par un tel mobile sont des droites.Dans un espa
e de Riemann, les traje
toires de 
e mobile vont être des 
ourbesappelées les géodésiques de l'espa
e riemannien. Les géodésiques 
onstituentdon
 la généralisation, en géométrie riemannienne, des droites de l'espa
e eu
lidien.En é
rivant ai = 0 dans l'équation (6.56), on obtient ainsi l'équation des géodésiques.6.5 Dépla
ement le long d'une 
ourbe6.5.1 Développement d'une 
ourbeSoit une 
ourbe quel
onque C d'un espa
e de Riemann Rn dé�nie par unereprésentation paramétrique ui(t). Un point M0 de la 
ourbe est pris 
omme origineet 
orrespond à la valeur t = 0 du paramètre t.Nous nous proposons de faire 
orrespondre, à 
haque point M de la 
ourbe C,un point m et un repère (m, ei) de l'espa
e eu
lidien εn. Pour 
ela, 
onsidérons dansl'espa
e eu
lidien un point m0 de départ auquel nous atta
hons un repère 
artésien
(m0, e

0
i ), déterminé en grandeur et en forme, mais pas en orientation, par les valeursnumériques des gij de l'espa
e de Riemann au point M0 ; on a don
 :

e0i · e0j = (gij)0 (6.57)D'autre part, les pointsm de l'espa
e eu
lidien et les ve
teurs des repères naturels
(m, ei) véri�ent les relations di�érentielles :dm = dui ei ; d ei = (Γi

l
k)M d uk el (6.58)où les (Γi

l
k)M sont les valeurs des symboles de Christo�el 
al
ulés à partir des gijde la métrique riemannienne au point M de la 
ourbe C. Ce sont don
 des fon
tionsqui dépendent du seul paramètre t.Les fon
tions in
onnues m(t) et ek(t) peuvent être obtenues par intégration dusystème di�érentiel (6.58) ave
 les 
onditions initiales pré
édentes pour t = 0. Onobtient alors une 
ourbe, dé�nie par m(t), qui est appelée le développement de la
ourbe C sur l'espa
e eu
lidien. On notera Γ le développement de la 
ourbe C.Métrique eu
lidienne de ra

ordement - Plus pré
isément, on va montrer qu'ilexiste dans l'espa
e eulidien ǫn une métrique telle que que ses 
oe�
ients γij et leursdérivées premières, pris le long de la 
ourbe m(t), ont les mêmes valeurs numériquesque les 
oe�
ients gij et leurs dérivées premières, aux points homologues de la 
ourbe

C dans l'espa
e de Riemann. 179



Cela sigini�e qu'il existe une métrique eu
lidienne os
ulatri
e à la métrique don-née le long de la 
ourbe C. On dira que 
ette métrique eu
lidienne os
ulatri
e 
on-stitue la métrique eu
lidienne de ra

ordement le long de la 
ourbe C.Détermination d'une métrique eu
lidienne de ra

ordement - Soit une
ourbe C d'un espa
e de Riemann Rn telle que :
u2 = u3 = ... = un = 0 (6.59)
e qui ne restreint pas la généralité puisque l'on peut toujours faire un 
hange-ment des 
oordonnées de Rn. Les variations de la 
oordonnée u1(t) dépendent duparamètre t.Utilisons la 
onvention suivante sur les indi
es : 
eux notés par des lettres gre
-ques prendront les valeurs 2 à n, tandis que 
eux notés par des lettres latines pren-dront les valeurs 1 à n. Dans 
es 
onditions, le développement Γ de la 
ourbe C estune 
ourbe de l'espa
e eu
lidien déterminée par les relations di�érentielles suivantes :

(a) dm = d u1 e1 ; (b) d ei = (Γ1
k
i)uα=0 d u1 ek (6.60)Cher
hons à présent un système de 
oordonnées ui de l'espa
e eu
lidien qui donneune métrique eu
lidienne os
ulatri
e à la métrique riemannienne simultanément entous les points de C. Pour 
ela, à tout point P de 
oordonnées ui, situé au voisinaged'un point M de C, faisons 
orrespondre un point p au voisinage de m dans εn enposant :

mp = uβ eβ + (1/2) (Γβ
i
γ)uα=0 u

β uγ ei + φi (uβ) ei (6.61)où les fon
tions φi (uβ) sont du trosième ordre par rapport aux variables uβ.On obtient ainsi un système de 
oordonnées 
urvilignes ui, dans εn, qui permetde lo
aliser 
haque point p au voisinage de la 
ourbe C. Pour un tel système de
oordonnées ui, le repère naturel au point m(uα = 0) est parfaitement dé�ni par lesve
teurs donnés par les relations (6.60) et (6.61), à savoir :
(

∂ p

∂ u1

)

uα=0

=
dmd u1

= e1 ;

(

∂ p

∂ uβ

)

uα=0

= eβ (6.62)On obtient ainsi un repère naturel identique à 
elui qui a été obtenu pré
édem-ment par intégration du système di�érentiel (6.58) lors du développement de la
ourbe C. La métrique de εn, dans le système de 
oordonnées ui, admet don
 pour
oe�
ients γij au point m les produits s
alaires ei · ej.Montrons que les 
oe�
ients γij sont égaux, en tout point de la 
ourbe Γ, aux
oe�
ients gij de la métrique riemannienne. Pour 
ela, utilisons la relation (6.60)(b)dans l'expression de la di�érentielle du produit s
alaire ei · ej, soit :d (ei · ej) = ei · d ej+ej · d ei = (Γi
l
k)M (el · ej) duk+(Γj

l
k)M (el · ei) duk (6.63)180



De leur 
oté, les 
oe�
ients gij de la métrique riemannienne sont liés aux sym-boles de Christo�el par la relation (5.26), à savoir :d gij = wij + wji = (Γkij + Γkji) duk (6.64)Ces 
oe�
ients véri�ent don
 les relations di�érentielles :d gij = (Γi
l
k)M gjl duk + (Γj

l
k)M gil d uk (6.65)La 
omparaison des relations (6.63) et (6.65) montrent que les quantités (ei · ej)et gij véri�ent respe
tivement un même système di�érentiel en tout point M de la
ourbe C. Puisqu'on a, au pointM0, selon (6.57), des 
onditions initiales identiques,à savoir : e0i · e0j = (gij)0, on obtient en tout point M de C :

ei · ej = gij (6.66)Les métriques eu
lidiennes et riemannienne sont don
 tangentes en tous les pointsde la 
ourbe C. Montrons qu'elles sont également os
ulatri
es le long de 
ette 
ourbe.Pour 
ela, il su�t de démontrer que les valeurs numériques (Γj
l
k)M sont égalementles valeurs des symboles de Christo�el sur la 
ourbe Γ pour la métrique eu
lidienne.Les symboles de Christo�el sont les 
oe�
ients des ve
teurs ek dans la dé
om-position du ve
teur ( ∂2 p

∂ ui ∂ u1

). Or, d'après les relations (6.60)(b) et (6.62) on apour la 
oordonnée u1 :
(

∂2 p

∂ ui ∂ u1

)

uα=0

=
d eidu1

= (Γ1
k
i)uα=0 ek (6.67)et pour les autres 
oordonnées, on obtient d'après la relation (1.88) :

(

∂2 p

∂ uβ ∂ uγ

)

uα=0

= (Γβ
k
γ)uα=0 ek (6.68)La métrique eu
lidienne est don
 os
ulatri
e le long de la 
ourbe C et 
onstitueune métrique eu
lidienne de ra

ordement le long de 
ette 
ourbe.Espa
e eu
lidien de ra

ordement - De même que pour les métriques eu
li-diennes tangentes ou os
ulatri
es auxquelles on a asso
ié un espa
e eu
lidien tangentou os
ulateur, on peut asso
ier à la métrique eu
lidienne de ra

ordement un espa
eeu
lidien de ra

ordement.Grâ
e à la détermination, en 
haque point m, d'un repère 
artésien, on a enréalité développé sur l'espa
e eu
lidien non seulement la 
ourbe donnée mais en
oretoute la région in�niment petite de l'espa
e de Riemann qui entoure 
ette 
ourbe.La relation (1.88) dé�nit les 
oordonnées 
urvilignes de 
et espa
e eu
lidien dera

ordement.
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6.5.2 Dépla
ement asso
ié à un 
y
leLe développement d'une 
ourbe et l'utilisation d'une métrique eu
lidienne de ra
-
ordement permettent de mettre en éviden
e diverses propriétés géométriques desespa
es de Riemann. Étudions auparavant des exemples de transport parallèle lelong d'une 
ourbe.Dépla
ement le long d'un petit 
er
le d'une sphère - On a une représentation
on
rète d'un espa
e de ra

ordement le long d'une 
ourbe C en projetant orthog-onalement les points d'une surfa
e de Riemann sur la développable S 
ir
ons
rite àla surfa
e le long de la 
ourbe C. Dans 
e 
as, les métriques des deux surfa
es sontos
ulatri
es en 
haque point de C et d'autre part, la métrique de S est eu
lidienne.Par suite, la surfa
e S déroulée sur un plan, donne un espa
e eu
lidien de ra

orde-ment le long de la 
ourbe C.

Figure 6.2.On a vu qu'une surfa
e sphérique à deux dimensions 
onstitue un espa
e de Rie-mann. Considérons sur une sphère de rayon R, un petit 
er
le C de p�le P . Soit α ledemi-angle au sommet du 
�ne qui a pour sommet le 
entre O de la sphère et pourbase le petit 
er
le C (Fig. 6.2).Dans le 
as de la sphère 
onsidérée, le développement du 
er
le C sur un plans'obtient en développant la développable 
ir
ons
rite à la sphère le long du 
er
le.Cette développable est un 
�ne dont les génératri
es ont pour longueur R tanα. Lasurfa
e du 
�ne, déroulé sur un plan, fournit un espa
e eu
lidien (Fig. 6.3).Le développement de la 
ourbe C donne un ar
 de 
er
le, de 
entre Q et de rayon
R ; la longueur de 
et ar
 de 
er
le est 
elle du petit 
er
le de la sphère, à savoir
2πR sinα. On voit que le point de départ m dans l'espa
e eu
lidien ne 
oïn
ide pas182



Figure 6.3.ave
 le point d'arrivée m′, après avoir par
ouru le 
y
le formé dans le 
as présentpar le 
er
le C.Si Φ désigne l'angle m′Qm, on a :
(R tanα) (2π − Φ) = 2π R sinα (6.69)D'autre part, l'aire limitée sur la sphère par le petit 
er
le, est en 
oordonnéessphériques :

∫ 2π

0

∫ α

0

R2 sin θ d θ dϕ = 2π R2 (1− 
osα) (6.70)On obtient la relation suivante entre l'aire S déterminée par le 
y
le, i
i la 
ourbe
C, et le 
arré du rayon de 
ourbure de la surfa
e 
onsidérée, i
i la sphère de rayon
R :

Φ = S/R2 (6.71)Atta
hons à 
haque point M du 
er
le deux axes re
tangulaires, Mx tangentau 
er
le dans le sens du par
ours 
hoisi, My tangent à la méridienne passant par
M . Ces axes o

upent les positions représentées sur la �gure 6.2. E�e
tuons untransport parallèle des ve
teurs portés par 
es axes. Dans l'espa
e eu
lidien de ra
-
ordement, 
es axes ont les positionsmx etmy au début du par
ours, et les positions
m′x′ et m′y′ en �n de par
ours du 
er
le (Fig 6.3). Pour retrouver la position initiale,il faut, dans l'espa
e eu
lidien, e�e
tuer un dépla
ement asso
ié formé par :1. d'une part une translation qui amène m′ en m et qui a pour grandeur :

2R tanα sin(Φ/2) (6.72)183



2. d'autre part, une rotation qui amène le repère x′m′y′ à être parallèle au repère
xmy. C'est pré
isément une rotation de l'angle Φ, e�e
tuée dans le sens depar
ours du 
y
le. Cette rotation est égale au produit de l'aire S limitée parle 
y
le par la 
ourbure totale K = (1/R2) de la sphère.Dépla
ement le long d'un triangle sphérique - Retrouvons par un 
al
ul degéométrie sphérique les mêmes propriétés que 
i-dessus mais pour un 
y
le di�érent.

Figure 6.4.Considérons un triangle sphérique M0M1M2 formé par les interse
tions de troisgéodésiques. Appelons a0, a1, a2, les valeurs des angles respe
tifs des tangentes auxgéodésiques aux points M0,M1,M2. Soit un ve
teur v qui au point M0 fait un angle
α ave
 la tangente en 
e point à la géodésique allant de M0 à M1 (Fig. 6.4).Réalisons un transport parallèle du ve
teur v le long de M0M1. Appelons v1 leve
teur v lorsqu'il est transporté parallèlement au point M1 ; les ve
teurs v et v1sont équipollents par rapport à la géodésique M0M1. En M1, le ve
teur v1 faitave
 la tangente M1M2 un angle égal à β = (π − a1 − α).Transportons parallèlement le ve
teur v1 le long de la géodésique M1M2 ; onobtient le ve
teur v2 équipollent à v1 au point M2. Puis on e�e
tue un transportparallèle de v2 le long de M2M0 et l'on obtient v3 au point M0. Finalement, aprèsun transport parallèle selon 
e 
ir
uit fermé, le ve
teur initial v a tourné d'un angle
ǫ tel que :

ǫ = a0 + a1 + a2 − π (6.73)L'angle ǫ est appelé ex
ès sphérique du triangle. 
ette quantité, nulle pourun triangle plan, est positive pour un triangle sphérique. On démontre que l'aire du184



triangle sphérique, pour une sphère de rayon R, est égale à R2 ǫ. On retrouve l'ex-pression (6.71) donnant la relation entre l'angle de rotation du ve
teur transportéet l'aire de la surfa
e délimitée par le 
ir
uit par
ouru.Dépla
ement asso
ié - La propriété de rotation d'un ve
teur transporté par-allèlement le long d'un 
y
le se généralise pour une surfa
e quel
onque.De manière générale, si l'on 
onsidère dans un espa
e de Riemann, un 
y
le par-tant d'un point M0, on va développer 
e 
y
le dans l'espa
e eu
lidien en partant de
m0 et du repère (m0, ei), on obtient, après avoir transporté parallèlement le repère lelong du 
y
le, une position �nale m′

0 et un repère (m′

0, e
′

i). Pour retrouver la positioninitiale, dans l'espa
e eu
lidien, il faudra e�e
tuer un 
ertain dépla
ement qui amènele point m′

0 en m0 et le repère (m′

0, e
′

i) en (m0, ei). Ce dépla
ement est dit asso
iéau 
y
le 
onsidéré.

Figure 6.5.Le dépla
ement asso
ié à un 
y
le peut être déterminé d'une façon équivalenteen 
onsidérant deux 
hemins di�érents le long de 
e 
y
le. Considérons un 
y
le
M0CM1C

′ M0 (Fig 6.5) d'un espa
e de Riemann et partons du point intermédi-aire M1 pour aller vers M0 selon deux 
hemins di�érents M1CM0 et M1 C
′ M0. Ledéveloppement de 
es deux 
hemins sur l'espa
e eu
lidien de ra

ordement donnedes repères dont les positions �nales, en M0, sont distin
tes. Le dépla
ement quiamène 
es deux repères à 
oïn
ider est identique au dépla
ement asso
ié au 
y
le.6.5.3 Expression du dépla
ement asso
ié à un 
y
leLe 
al
ul du dépla
ement asso
ié à un 
y
le élémentaire va nous permettre d'ex-primer la rotation subie par un ve
teur après un transport par équipollen
e le longd'un 
y
le. La méthode suivante a été imaginée par Elie Cartan.Pour 
ela, 
onsidérons deux systèmes de di�érentiation désignés respe
tivementpar les symboles d et δ. Soit un point M quel
onque, de 
oordonnées ui, d'un espa
e185



de Riemann ; soitM1 le point de 
oordonnées (ui+d ui) etM2 le point de 
oordonnées
(ui+δ ui). Le ve
teur MM1 dé�nit un dépla
ement élémentaire d1 ; le ve
teur MM2,un dépla
ement élément élémentaire d2. E�e
tuons à présent sur le point M1, undépla
ement élémentaire d2, on obtient un point M3 de 
oordonnées :

ui + d ui + δ (ui + d ui) = ui + dui + δ ui + δ d ui (6.74)E�e
tuons de même sur M2, le dépla
ement élémentaire d1 ; on obtient un point
M ′

3 de 
oordonnées :
ui + δ ui + d (ui + δ ui) = ui + δ ui + δ ui + d δ ui (6.75)On voit que le point M ′

3 
oïn
idera ave
 le point M3 si l'on a :d δ ui = δ d ui (6.76)autrement dit les deux di�érentiations sont inter
hangeables. Dans 
e 
as, si f(ui)est une fon
tion deux fois 
ontinuement dérivable des variables ui, on a :
δ f = ∂i f δ ui et d δ f = ∂ij f δ ui d uj + ∂i f d δ ui (6.77)Un même 
al
ul pour δ d f nous donne, en admettant l'égalité (6.76) :d δ f = δ d f (6.78)Nous supposerons par la suite que les deux di�érentiations 
onsidérées sonté
hangeables entre elles. Considérons alors un 
y
le élémentaireM M1M3 M2M d'unespa
e riemannien, formé de quatre 
otés (Fig 6.6) 
onstituant un quasi-parallélogramme.Nous supposerons que 
e 
y
le est par
ouru dans l'odre indiqué par la notation.

Figure 6.6.Développons les deux 
hemins qui du point M vont au point M3, l'un étant
M M1 M3 et l'autre M M2 M3. Développons d'abord sur l'espa
e eu
lidien le 
�té
M M1 du 
y
le. Au point M 
orrespond un repère eu
lidien (m, ei) ; lorsqu'on passeau point in�niment voisin M1, on a les variations élémentaires suivantes :dm = d uk ek ; d ei = ωk

i (d) ek (6.79)186



où ωk
i (d) désigne la forme di�érentielle prise pour les d uk.De même, le développement de M M2 donne les variations :

δm = δ uk ek ; δ ei = ωk
i (δ) ek (6.80)Le développement du 
hemin M1 M3 va se faire en partant, dans l'espa
e eu
li-dien, du point m1 et du repère (m1, (ei)1). Pour 
ela, il faut appliquer l'opération δdé�nie par les formules (6.80) mais au lieu de 
onsidérer les 
oordonnées ui il fautà présent les rempla
er par ui + dui, puisqu'on part du point M1. On obtient, dansl'espa
e eu
lidien, un point d'arrivée m3 et un repère (m3, (ei)3) tels que :

mm3 = dm+ δ(m+ dm) = dm+ δm+ δ dm
(ei)3 = ei + d ei + δ(ei + d ei) (6.81)Le développement du 
hemin M M2 M3 nous donne un point d'arrivée m′

3 et unrepère en 
e point (m′

3, (e
′

i)3) tels que :
mm′

3 = δm+ d (m+ δm) = δm+ dm+ d δm
(ei)3 = ei + d ei + δ(ei + d ei) (6.82)Par suite, pour passer du repère (m3, (ei)3) au repère (m′

3, (e
′

i)3), il faut e�e
tuerun dépla
ement donné par les formules :
mm′

3 −mm3 = d δm− δ dm (6.83)
(e′i)3 − (ei)3 = d δ ei − δ d ei (6.84)Cal
ulons l'expression du se
ond membre de (6.83) à l'aide des relations (6.79)et (6.80), on obtient :d δm− δ dm = d δ uk ek − δ d uk ek = δ uk d ek − d uk δ ek

= [δ uk ωi
k(d)− d uk ωi

k(δ)] ei = [Γs
i
r − Γr

i
s] d ur δ us ei = 0 (6.85)Les deux développements 
onduisent, à l'approximation 
onsidérée, au mêmepoint m3 pour le repère �nal. Comparons à présent les ve
teurs des deux repères quiont transité par deux 
hemins di�érents. On a :d δ ei − δ d ei = d[ωk

i (δ)ek − δ ωk
i (d)ek]

= [dωj
i (δ)− δ ωj

i (d)] ej + ωk
i (δ) d ek − ωk

i (d) δ ek (6.86)Les relations (6.79) et (6.80) nous donnent :d δ ei − δ d ei = [dωj
i (δ)− δ ωj

i (d) + ωk
i (δ)ω

j
k(d)− ωk

i (d)ωj
k(δ)] ej (6.87)187



Posons :
Ωj

i = dωj
i (δ)− δ ωj

i (d) + ωk
i (δ)ω

j
k(d)− ωk

i (d)ωj
k(δ) (6.88)Le dépla
ement asso
ié au 
y
le élémentaire 
onsidéré est alors donné par :d δ ei − δ d ei = Ωj

i ej (6.89)Les repères (m3, (ei)3) et (m′

3, (e
′

i)3) asso
iés aux deux développements ont desorientations di�érentes mais ils ont même forme et même grandeur puisque les pro-duits s
alaires deux à deux des ve
teurs de 
es repères sont donnés par les valeursen M3 des 
oe�
ients gij de la métrique riemannienne. Par suite, les quantités Ωj
idé�nissent une rotation qui fait passer d'un repère à l'autre.En 
on
lusion, on voit qu'un dépla
ement asso
ié à un 
y
le élémentaire laisse�xe l'origine du 
y
le et se réduit don
 à une rotation autour de 
e point.Tenseur de rotation - Montrons que les quantités Ωj

i sont les 
omposantes d'untenseur. Pour 
ela, utilisons le 
hangement de base du repère naturel :
ei = A′j

i e′j (6.90)d'où : d ei = A′j
i d e′j + (dA′j

i ) e
′

j (6.91)Appliquons à la relation pré
édente le symbole de di�érentiation δ, il vient :
δ d ei = A′j

i δ d e′j + (δ A′j
i ) d e′j + (δ dA′j

i ) e
′

j + (dA′j
i ) δ e

′

j (6.92)É
hangeant l'ordre de di�érentiation et soustrayant membre à membre, en re-marquant que l'on a : δ dA′j
i = d δ A′j

i , on obtient la di�éren
e géométrique desve
teurs : d δ ei − δ d ei = A′j
i (d δ e′j − δ d e′j) (6.93)Les quantités (d δ e′j − δ d e′j) sont les dépla
ements géométriques des nouveauxve
teurs e′j et 
es dépla
ements sont de la forme :d δ e′j − δ d e′j = Ω′k

j e′k (6.94)Les relations (6.92) et (6.93) nous donnent, 
ompte tenu de l'expression (6.89) :188



Ωl
i el = A′j

i Ω′k
j e′k = A′j

i Ω′k
j Al

k el (6.95)Par identi�
ation des 
oe�
ients des ve
teurs el dans les deux membres de 
ettedernière relation, il vient :
Ωl

i = A′j
i Al

k Ω
′k
j (6.96)
e qui montre que les quantités Ωl

i sont les 
omposants mixtes d'un tenseur duse
ond ordre.6.6 Tenseur de Riemann-Christo�el6.6.1 Détermination du tenseur de Riemann-Christo�elNous avons vu que le développement de deux 
hemins di�érents, partant et aboutis-sant à deux mêmes points, donne des repères dont les positions �nales sont distin
tes.Par suite, les 
omposantes de la dérivée se
onde d'un ve
teur, 
al
ulées selon deux
hemins di�érents, ne sont pas égales.Cal
ulons la dérivée 
ovariante se
onde d'un ve
teur en utilisant deux 
heminsdi�érents. Considérons un espa
e de Riemann de 
oordonnées ui et déterminons ladérivée 
ovariante se
onde par rapport à uj, puis par rapport à uk et ensuite, inver-sons l'ordre des dérivations.Pour 
ela, reprenons l'expression (5.100) de la dérivée 
ovariante se
onde d'unve
teur V de 
omposantes 
ovariantes vi, soit :
∇k(∇j vi) = ∂kj vi − (∂k Γj

l
i) vl − Γj

l
i ∂k vl − Γi

r
k ∂j vr

+Γi
r
k Γj

l
r vl − Γj

r
k ∂r vi + Γj

r
k Γr

l
i vl (6.97)Cal
ulons à présent la dérivée 
ovariante d'abord par rapport à uk puis parrapport à uj. On obtient, en permutant les indi
es j et k dans l'expresion pré
édente :

∇j(∇k vi) = ∂jk vi − (∂j Γk
l
i) vl − Γk

l
i ∂j vl − Γi

r
j ∂k vr

+Γi
r
j Γk

l
r vl − Γk

r
j ∂r vi + Γj

r
k Γr

l
i vl (6.98)En admettant que les 
omposantes véri�ent les propriétés 
lassiques ∂kj vi =

∂jk vi, on obtient par soustra
tion des deux expressions pré
édentes :
∇k(∇j vi)−∇j(∇k vi) = (∂j Γi

l
k − ∂k Γi

l
j + Γi

r
k Γj

l
r − Γi

r
j Γk

l
r) vl (6.99)Par suite des propriétés tensorielles des dérivées 
ovariantes et des 
omposantes

vl, la quantité entre parenthèses est un tenseur d'ordre quatre que l'on note :189



Ri
l
jk = ∂j Γi

l
k − ∂k Γi

l
j + Γi

r
k Γj

l
r − Γi

r
j Γk

l
r (6.100)Le tenseur Ri

l
jk est appelé tenseur de Riemann-Christo�el ou tenseur de
ourbure de l'espa
e riemannien. La 
ourbure d'un espa
e de Riemann va être
ara
térisée à l'aide de 
e tenseur. Auparavant nous allons voir 
ertaines propriétésdu tenseur de Riemann-Christo�el.6.6.2 Composantes 
ovariantesLes 
omposantes 
ovariantes du tenseur de Riemann-Christo�el sont données par :

Rijrs = gjk Ri
k
jk (6.101)Utilisons les relations suivantes entre les symboles de Christo�el de première etde deuxième esp�
e :

gjk Γr
k
l = Γrjl ; gjk Γs

k
l = Γsjl (6.102)et remplaçons les quantités gjk ∂r Γi

k
s par ∂r(gjk Γi

k
s)−Γi

k
s ∂r gjk dans la relation(6.101). On obtient, après permutation de k et l :

Rijrs = ∂r (gjk Γi
k
s)− ∂s (gjk Γi

k
r) + Γi

l
s (Γrjl − ∂r gjl)− Γi

l
r (Γsjl − ∂s gjl)(6.103)La relation (5.28) nous donne :

Γkij − ∂k gij = −Γkji (6.104)Après permutation sur les indi
es et utilisation des relations (6.102) dans l'ex-pression (6.104), on obtient :
Rijrs = ∂r Γijs − ∂s Γijr − Γr

k
j Γiks + Γs

k
j Γikr (6.105)Remplaçons les symboles de Christo�el par leur expression en fon
tion des 
oef-�
ients gij de l'élément linéaire ; on a selon la relation (5.38) :

2 ∂r Γi
j
s = ∂ri gsj + ∂rs gji − ∂rj gis (6.106)Reportant les expressions (6.106) dans (6.105), on obtient �nalement :

Rijrs =
1

2
(∂ri gsj + ∂sj gir − ∂rj gis − ∂si grj)− Γr

k
j Γiks + Γs

k
j Γikr (6.107)
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6.6.3 Système de 
oordonnées normalesIl est intéressant d'introduire un système de 
oordonnées lo
ales parti
ulières pourles espa
es de Riemann, appelées 
oordonnées normales, 
ar elles permettent desimpli�er 
onsidérablement la démonstration de 
ertaines identités, en parti
ulierpour le tenseur de Riemann-Christo�el.Soit un pointM0 d'un espa
e riemannien, de 
oordonnées yi. Donnons-nous en 
epoint un ve
teur unitaire n de dire
tion arbitraire, de 
omposantes ni. Pour 
haquepointM situé au voisinage de M0, on démontre qu'il existe un seul 
hoix de dire
tion
n en M0 de telle sorte qu'une géodésique zi(s), solution des équations (6.56), passepar M .Prenons pour 
haque point M du voisinage de M0, les 
oordonnées suivantes :

zi = s ni (6.108)où s est la distan
e le long de la géodésique de M0 en M . Les 
oordonnées zisont appelées les 
oordonnées normales du point M .La propriété essentielle des 
oordonnées normales réside dans le fait que, au point
M0, les symboles de Christo�el du système de 
oordonnées sont tous nuls, de mêmeque les dérivées ∂k gij en 
e point. Démontrons qu'il en est bien ainsi. Selon (6.108),on obtient pour ni �xé : d zid s = ni ;

d2 zid s2 = 0 (6.109)L'équation des géodésiques é
rite en 
oordonnées zi devient alors, 
ompte tenude (6.109), pour toutes les dire
tions en M0 :
Γj

i
k n

j nk = 0 (6.110)Puisque Γj
i
k est symétrique par rapport aux indi
es j, k, on a pour tout i :

Γj
i
k = 0 en M0 pour tout i, j, k. De plus, on a les relations :

Γikj = gkr Γi
r
j = 0 ; Γikj + Γjik = ∂k gij (6.111)d'où : ∂k gij = 0 en M0. D'autre part, puisque l'on a : gij gjr = δir, la dérivée desproduits 
onduit à ∂k g

ij = 0 en M0.L'utilisation des 
oordonnées normales zi va nous permettre de démon-trer plus aisément les propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-Christo�el.6.6.4 Propriétés de symétrieEn 
oordonnées normales zi, l'expression (6.107) du tenseur de 
ourbure sesimpli�e puisque les symboles de Christo�el sont tous nuls ; il vient :191



Rijrs =
1

2
(∂ri gsj + ∂sj gir − ∂rj gis − ∂si grj) (6.112)où les 
omposantes gij du tenseur métrique sont des fon
tions des 
oordonnéesnormales. En permutant les indi
es, on obtient aisément les propriétés de symétriesuivantes qui restent valables pour tout système de 
oordonnées 
ar une propriétéde symétrie sur les indi
es est une notion indépendante du repère utilisé pour ladé
rire. Permutons les indi
es i et j dans la relations (6.112), on obtient :

Rjirs =
1

2
(∂rj gsi + ∂si gjr − ∂ri gjs − ∂sj gri) = −Rijrs (6.113)De même, en permutant r et s, on obtient :

Rijrs = −Rijsr (6.114)En�n, en permutant les indi
es ij et rs, on obtient, par suite de la symétrie des
gij et en intervetissant leur ordre de dérivation :

Rijrs = Rrsij (6.115)6.6.5 Première identité de Bian
hiE�e
tuons une permutation 
ir
ulaire sur les indi
es j, r, s dans l'expression(6.112), il vient :
Rirsj =

1

2
(∂jr gis + ∂is gjr − ∂rs gij − ∂ij grs) (6.116)

Risjr =
1

2
(∂rs gij + ∂ij grs − ∂js gir − ∂ir gjs) (6.117)L'addition des relations (6.112), (6.116) et (6.117) nous donne :
Rijrs +Rirsj +Risjr = 0 (6.118)L'identité pré
édente est appelée la première identité de Bian
hi.6.6.6 Composantes indépendantesLes propriétés d'antisymétrie (6.113) et (6.114) montrent qu'un 
ertain nombrede 
omposantes Rijrs lorsque i = j ou r = s, sont nulles. D'autre part, la relation(6.115) ainsi que la première identité de Bian
hi montrent que de nombreuses 
om-posantes se déduisent l'une de l'autre.Le nombre total des 
omposantes du tenseur de 
ourbure d'un espa
e de Rie-mann à n dimensions qui ne sont pas nulles et qui sont indépendantes des autres
omposantes, est égal à : n2(n2 − 1)/12.
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Ainsi, pour un espa
e de Riemann de dimension deux, le tenseur de Riemann-Christo�el a une seule 
omposante indépendante. Parmi les 16 
omposantes Rijrs,les seules 
omposantes non nulles sont :
R1212 = R2121 = −R1221 = −R2112 (6.119)6.7 Courbure RiemannienneOn a vu, dans le 
as d'un espa
e de Riemann à deux dimensions, que le dépla
e-ment asso
ié à un 
y
le élémentaire se réduit à une rotation autour de l'origineM du
y
le. Si l'on appelle dσ l'aire délimitée par le 
y
le et dΦ l'angle de 
ette rotation,
omptée positivement dans le sens de par
ours du 
y
le, on peut é
rire :

K =
dΦd σ (6.120)La quantité K est appelée la 
ourbure riemannienne de l'espa
e de Riemannau point M . Pour une sphère, la relation (6.71) montre que la 
ourbure riemanni-enne est égale à 1/R2.La notion de 
ourbure riemannienne se généralise à un espa
e de Riemann quel-
onque à n dimensions et s'exprime en fon
tion du tenseur de Riemann-Christo�el.6.7.1 Le tenseur de rotation en fon
tion du tenseur de Riemann-Christo�elÉvaluons les 
omposantes mixtes Ωl

i du tenseur de rotation in�nitésimale :
Ωl

i = dωl
i(δ)− δ ωl

i(d) + ωk
i (δ)ω

l
k(d)− ωk

i (d)ωl
k(δ) (6.121)en fon
tion des symboles de Christo�el. La quantité dωl

i(δ) qui �gure dans lemembre de droite de l'expression (6.121) s'é
rit :d, ωl
i(δ) = d(Γk

l
i δ u

k) = ∂m Γk
l
i d um δ uk + Γk

l
i d δ uk (6.122)Un 
al
ul similaire donne l'expression de δ ωl

i(d), d'où par soustra
tion de 
esdeux quantités :d, ωl
i(δ)− δ ωl

i(d) = ∂m Γk
l
i d um δ uk − ∂m Γk

l
i δ u

m d uk (6.123)Par é
hange des indi
es de sommationm et k dans le dernier terme de la relationpré
édente, on obtient :d, ωl
i(δ)− δ ωl

i(d) = (∂m Γk
l
i − ∂k Γm

l
i) dum δ uk (6.124)D'autre part, les deux derniers termes qui �gurent dans l'expression (6.121) nousdonnent :

ωk
i (δ)ω

l
k(d)− ωk

i (d)ωl
k(δ) = (Γs

k
i Γr

l
k − Γr

k
i Γs

l
k) dur δ us (6.125)193



Finalement, l'expression du tenseur de rotation s'é
rit :
Ωl

i = (∂r Γs
l
i − ∂s Γr

l
i + Γs

k
i Γr

l
k − Γr

k
i Γs

l
k) d ur δ us (6.126)Le tenseur de Riemann-Christo�el apparaît dans la relation pré
édente :

Ri
l
rs = ∂r Γs

l
i − ∂s Γr

l
i + Γs

k
i Γr

l
k − Γr

k
i Γs

l
k (6.127)d'où l'expression du tenseur de rotattion :

Ωl
i = Ri

l
rs dur δ us (6.128)Les quantités dur et δ us étant les 
omposantes 
ontravariantes de deux ve
teurquel
onques et les quantités Ωl

i, les 
omposantes mixtes d'un tenseur, il en résulteque les quantités Ri
l
rs sont bien les 
omposantes mixtes d'un tenseur d'ordre quatre,une fois 
ontravariante et trois fois 
ovariantes.6.7.2 Courbure riemannienneLe dépla
ement asso
ié à un 
y
le élémentaire se réduit à une rotation d'un angledΦ dans le 
as d'un espa
e de Riemann à deux dimensions. Cette rotation s'exprimeà l'aide du tenseur de rotation Ωl

i pour un espa
e de dimension quel
onque.La notion de 
ourbure riemannienne se généralise alors de la manière suivante.Considérons un espa
e de Riemann de métrique gij ; en un point M quel
onquedé�nissons un ensemble de deux ve
teurs u et v, de 
omposantes 
ontravariantesrespe
tives ui et vj. Par dé�nition, la 
ourbure riemannienne K en 
e point est :
K(M ;u,v) =

Rijkl u
i vj uk vl

(gpr gqs − gps gqr) up vq ur vs
(6.129)La 
ourbure riemannienne dépend non seulement du point où l'on se pla
e maiségalement de la dire
tion 
onsidérée dans l'espa
e.Si la 
ourbure riemannienne en un pointM ne 
hange pas ave
 l'orientation de ladire
tion en M , alors M est appelé un point isotrope. On démontre que la 
ourbureriemannienne, en un point isotrope, est donnée par :

K =
Rijkl

gik gjl − gil gjk
(6.130)On en déduit alors de le théorème de S
hur qui montre que si tous les pointsd'un 
ertain voisinage d'un point M sont isotropes, et si la dimension de l'espa
ede Riemann est supérieure ou égale à 3, alors la 
ourbure K est 
onstante dans 
evoisinage de M .Espa
es plats - Un espa
e eu
lidien pouvant être rapporté à un repère orthonormé,tous les symboles de Christo�el sont alors nuls et par suite la 
ourbure d'un espa
eeu
lidien est nulle. Ré
iproquement, on démontre que si la 
ourbure riemannienne194



est nulle en tout point et si la métrique est dé�nie positive, alors l'espa
e est eu
lidien.Un espa
e de Riemann est appelé un espa
e plat si l'on peut trouver unetransformation des 
oordonnées qui permettent de mettre l'élément linéaire de 
etespa
e sous la forme standard d'un espa
e pré-eu
lidien :d s2 = ± d xi d xi (6.131)Un espa
e de Riemann est plat si et seulement si sa 
ourbure est nulle en toutpoint.Espa
e à deux dimensions - Nous allons voir que tous les points d'un espa
e deRiemann à deux dimensions sont isotropes.L'expression de la 
ourbure donnée par (6.129) se réduit, pour un espa
e à deuxdimensions, à :
K =

R1212

g11 g22 − g212
=

R1212

g
(6.132)On a vu en e�et que le tenseur de Riemann-Christo�el, pour un espa
e à deuxdimensions, ne 
omporte qu'une seule 
omposante indépendante non nulle (relation(6.119)). La 
ourbure est indépendante de la dire
tion et tout point d'un espa
e àdeux dimensions est don
 isotrope.Considérons à présent une surfa
e de l'espa
e ordinaire et un point M sur 
ettesurfa
e. Rapportons 
elle-
i à trois axes re
tangulaires ayant le pointM pour origine.L'axe Mz est normal à la surfa
e et les axes Mx et My sont des droites de l'espa
eeu
lidien os
ulateur en M . Dans 
e 
as, on a vu que l'élément linéaire de la surfa
eest donné par la relation (6.48), à savoir :d s2 = (1 + p2) dx2 + (1 + q2) d y2 + 2 p q d x d y (6.133)ave
 p = ∂ z/∂ x, q = ∂ z/∂ y. Notons r, s, t les dérivées partielles du se
ondordre, soit r = ∂ p/∂ x, s = ∂ p/∂ y, t = ∂ q/∂ y.Cal
ulons la 
ourbure de 
et espa
e au pointM où l'on a p = q = 0. Les quantités

gij sont données par l'élément linéaire (6.133) et l'on a g = 1 au point M . Le 
al
ulde R1212 donne :
K = R1212 = rt− s2 (6.134)Si l'on 
hoisit pour axes des x et des y les tangentes prin
ipales en M , on obtient,en 
e point :

r =
1

R1
; t =

1

R2
; s = 0 (6.135)où 1/R1 et 1/R2 sont les deux 
ourbures prin
ipales. On a don
 :195



K =
1

R1R2

(6.136)Le produit des deux 
ourbures prin
ipales est appelée la 
ourbure totale de lasurfa
e. Par suite, la 
ourbure riemannienne d'une surfa
e est, en un point donné,égale à sa 
ourbure totale. C'est Gauss qui, le premier, a démontré que la 
ourburetotale d'une surfa
e ne dépendait que de son élément linéaire.6.7.3 Tenseur de Ri

i et 
ourbure s
alaireLa 
ontra
tion du tenseur de Riemann-Christo�el Ri
k
rs par rapport aux indi
es

k et r 
onduit au tenseur :
Ris = Ri

k
ks = ∂k Γi

k
s − ∂s Γi

k
k + Γi

l
s Γk

k
l − Γi

l
k Γs

k
l (6.137)Le tenseur Ris est appelé tenseur de Ri

i et nous verrons qu'il entre dans leséquations de la relativité générale. Ses 
omposantes mixtes sont données par :

Ri
j = gik Rkj (6.138)On obtient également le tenseur de Ri

i ou son opposé, en 
ontra
tant le tenseur

Ri
k
rs par rapport aux indi
es i et r, ou k et s.Par suite des propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-Christo�el, le tenseurde Ri

i est symétrique. Pour le démontrer, e�e
tuons une 
ontra
tion sur les indi
es

k et r en utilisant l'expression de Ri
k
rs en fon
tion de ses 
omposantes 
ovarianteset en se servant de la propriété (6.115) :

Ris = Ri
k
ks = gkj Rijks = gkj Rksij (6.139)Les propriétés (6.113) et (6.114) de permutation des indi
es appliquées audernier membre de (6.139) nous donnent :

Ris = gkj Rksij = gkj Rijks = Rs
k
ki = Rsi (6.140)Le tenseur de Ri

i permet d'obtenir par 
ontra
tion la 
ourbure de Ri

i ous
alaire de 
ourbure, noté R :

R = gij Rij = Ri
i (6.141)6.7.4 Se
onde identité de Bian
hiBian
hi a obtenue une première identité (6.118) entre les 
omposantes 
ovariantesdu tenseur de Riemann-Christo�el. Une se
onde identité de Bian
hi est obtenue pardérivation 
ovariante de Ri

l
rs en 
oordonnées normales. Dans 
e système de 
oor-données, les symboles de Christo�el de Ri

l
rs sont tous nuls mais pas leurs dérivées :

∇tRi
l
rs = ∂rt Γs

l
i − ∂st Γr

l
i (6.142)196



Une permutation 
ir
ulaire sur les indi
es t, r et s de la relation (6.142) nousdonne :
∇r Ri

l
st = ∂sr Γt

l
i − ∂tr Γs

l
i (6.143)

∇sRi
l
tr = ∂ts Γr

l
i − ∂rs Γt

l
i (6.144)L'addition des trois relations pré
édentes, 
ompte tenu de l'inter
hangeabilité del'ordre des dérivations, 
onduit à :

∇tRi
l
rs +∇r Ri

l
st +∇sRi

l
tr = 0 (6.145)D'après leur forme tensorielle, 
ette se
onde identité de Bian
hi est valable dansn'importe quel système de 
oordonnées et en tout point de l'espa
e de Riemann
onsidéré.6.7.5 Tenseur d'EinsteinE�e
tuons une première 
ontra
tion sur l'identité (6.145) pour t = l, il vient :

∇l Ri
l
rs +∇r Ri

l
sl +∇sRi

l
lr = 0 (6.146)En tenant 
ompte de la dé�nition (6.137) du tenseur de Ri

i et de l'égalité

Rr
l
sl = −Rr

l
ls, on obtient :

∇l Ri
l
rs +∇s Rir −∇r Ris = 0 (6.147)Le 
hangement de varian
e au moyen des gik étant permutable ave
 la dérivation
ovariante, on a :

∇sR
k
r = ∇s g

ik Rir = gik ∇sRir (6.148)Multiplions la relation (6.147) par gik et utilisons la propriété de permutation(6.148), on obtient :
∇l R

kl
rs +∇sR

k
r −∇r R

k
s = 0 (6.149)E�e
tuons une se
onde 
ontra
tion par rapport aux indi
es k et s, il vient :

∇l R
kl

rk +∇k R
k
r −∇r R

k
k = 0 (6.150)Après 
ontra
tion, 
hangeons l'indi
e de sommation l en indi
e k dans le premierterme de l'équation pré
édente. De plus, ave
 l'égalité Rkl

rk = Rlk
kr on obtient :

2∇k R
k
r −∇r R = 0 (6.151)Cette dernière expression peut en
ore s'é
rire sous la forme suivante :

∇k

(

Rk
r −

1

2
δkr R

)

= ∇k S
k
r = 0 (6.152)197



L'expression entre parenthèses qui �gure dans (6.152) est un tenseur, noté Sk
r ,dont les 
omposantes 
ovariantes sont données par :

Sij = gik S
k
j = gik

(

Rk
j −

1

2
δkj R

)

= Rij −
1

2
gij R (6.153)Le tenseur Sij est appelé tenseur d'Einstein. Par suite de la symétrie du tenseurde Ri

i, le tenseur d'Einstein est également symétrique. Ce tenseur intervient demanière fondamentale dans les équations de la relativité générale. Selon (6.152), ilvéri�e les identités :

∇k S
k
r = 0 (6.154)Un tenseur qui satisfait indentiquement à des relations de la forme (6.154) estappelé un tenseur 
onservatif.6.8 Exer
i
es résolusExer
i
e 6.1On va établir les équations des géodésiques en é
rivant que, le long d'un segmentin�nitésimal d l d'une 
ourbe C(y1, y2, ..., yn), le transport parallèle d'un ve
teur Adonne une di�érentielle absolue nulle.1. É
rire l'expression de dA sur la base du repère naturel.2. Paramétrer la 
ourbe C(y1, y2, ..., yn) et é
rire la dérivée absolue des 
om-posantes Ak du ve
teur.3. Appliquer la formule obtenue au ve
teur d l, de 
omposantes 
ontravariantesd yk et en déduire les équations des géodésiques.Solutions1. Lors d'un transport parallèle, la di�érentielle absolue du ve
teur A est nulle,soit : dA = DAk ek = (∂j A

k + Ai Γi
k
j) d yj ek = 02. Soit t un paramètre arbitraire ; la 
ourbe suivie C a pour 
oordonnées yi(t).L'identi�
ation de 
haque 
omposante de dA aux 
omposantes du ve
teur nul,nous donne : DAkd t = (∂j A

k + Ai Γi
k
j)
d yjd t = 0On a :

∂j A
k d yjd t =

dAkd td'où : 198



dAkd t + Ai Γi
k
j

d yjd t = 03. Appliquons la formule pré
édente au dépla
ement in�nitésimal d l de 
om-posantes d yi. Pour 
ela, remplaçons Ak par d yk/d t ; on obtient :d2 ykd t2 + Γi
k
j

d yjd t d yid t = 0Ce sont les équations (5.60) des géodésiques.Exer
i
e 6.2Soit s l'abs
isse 
urviligne d'un mobile le long d'une 
ourbe C(y1, ..., yn), 
'est-à-dire la distan
e par
ourue en fon
tion du temps à partir d'un point origine.1. Prenant 
omme paramètre de la 
ourbe C l'abs
isse 
urviligne s, on a yi =
yi(s). É
rire les équations des géodésiques en fon
tion de 
e paramètre.2. Soit ui = d yi/d s ; démontrer que les équations des géodésiques s'é
riventsous la forme :

uk ∇k u
i = 03. Soient α et β deux paramètres arbitraires ; montrer que les paramètres qu'onpeut 
hoisir pour obtenir les équations des géodésiques sont liés entre eux parune relation linéaire.Solutions1. Le paramétrage de la 
ourbe étant arbitraire, les équations des géodésiquess'érivent, selon (5.60) : d2 ykd s2 + Γi

k
j

d yjd s d yid s = 02. Le ve
teur ui est le ve
teur unité tangent à la 
ourbe C(s). Par suite de soninterprétation 
inématique, le ve
teur ui est appelé le ve
teur vitesse unitaire.Les équations des géodésiques s'é
rivent :d2 yid s2 + Γk
i
j

d yjd s d ykd s =
d uid s + Γk

i
j u

j d ykd s = (∂k u
i + Γk

i
j u

j)
d ykd s = 0soit : uk ∇k u

i = 03. É
rivons les équations des géodésiques pour des paramètres α et β :(1) d2 ykdα2
+ Γi

k
j

d yjdα d yidα = 0 ; (2)
d2 ykd β2

+ Γi
k
j

d yjd β d yid β = 0199



Les paramètres α et β sont tels que :d yidα =
d yid β d βdα ;

d2 yidα2
=

d2 yid β2

(d βdα)2

+
d yid β d2 βdα2Portant 
es deux dernières égalités dans les équations des géodésiques (1) ex-primées en fon
tion de α, il vient :(3) (d2 yid β2

+ Γk
i
j

d yjdβ d ykd β )(d βdα)2

+
d yid β d2 βdα2

= 0Pour identi�er entre elles les expressions (1) et (3), il faut et il su�t que l'onait : d2 βdα2
= 0Cette équation a pour solution générale : β = Aα + B, où A et B sont des
onstantes arbitraires. En parti
ulier, les équations des géodésiques 
orrespon-dent à la traje
toire d'un mobile ayant une a

élération nulle, don
 une vitesse

v 
onstante. Dans 
e 
as, on a bien : s = v t+ s0, où s0 est l'abs
isse 
urviligned'un point arbitraire sur la géodésique.Exer
i
e 6.31. Partant de l'expression de la dérivée 
ovariante première∇j vi d'un ve
teur vi,
al
uler l'expression de la dérivée 
ovariante se
onde ∇k (∇j vi) de 
e ve
teur.2. Montrer que la di�éren
e :
∇k (∇j vi)−∇j (∇k vi)s'exprime en fon
tion du tenseur de Riemann-Christo�el. À quelle 
onditionla dérivation 
ovariante est-elle permutable, 
'est-à-dire à quelle 
onditionobtient-on : ∇k (∇j vi) = ∇j (∇k vi) ?3. Pour quel genre d'espa
e pon
tuel la dérivation 
ovariante est-elle permutable ?Solutions1. La dérivée 
ovariante se
onde a été obtenue par la formule (5.100), soit :

∇k(∇j vi) = ∂kj vi − (∂k Γj
l
i) vl − Γj

l
i ∂k vl

−Γi
r
k ∂j vr + Γi

r
k Γj

l
r vl − Γj

r
k ∂r vi + Γj

r
k Γr

l
i vl2. La di�éren
e ∇k (∇j vi)−∇j (∇k vi) est donnée par la relation (6.99), soit :

∇k(∇j vi)−∇j(∇k vi) = (∂j Γi
l
k − ∂k Γi

l
j + Γi

r
k Γj

l
r − Γi

r
j Γk

l
r) vloù le terme entre parenthèses est tenseur de Riemann-Christo�el Ri

l
jk. Ladérivation 
ovariante est permutable si tous les Ri

l
jk sont nuls.200



3. Tous les symboles de Christo�el sont nuls dans l'espa
e eu
lidien en 
oor-données re
tilignes ; en 
onséquen
e, tous les Ri
l
jk sont nuls dans tout autresystème de 
oordonnées 
urvilignes de l'espa
e eu
lidien, 
ar tout tenseur nulpour un système de 
oordonnées l'est aussi pour tout autre système. La dérivée
ovariante est don
 permutable dans l'espa
e eu
lidien. Par 
ontre, le tenseurde Riemann-Christo�el d'un espa
e de Riemann n'est pas nul en général, et ladérivation 
ovariante ne sera pas permutable, en général, pour un tel espa
e.Exer
i
e 6.4Si le déterminant g de la matri
e du tenseur fondamental gij n'est pas dé�nipositif, une 
ourbe d'un espa
e de Riemann peut avoir une longueur nulle. C'est 
eque nous allons voir en 
onsidérant dans E4 l'élément linéaire :d s2 = (du1)2 + (d u2)2 + (d u3)2 − (d u4)2ainsi que la 
ourbe suivante : u1 = 3 
osα ; u2 = 3 sinα ; u3 = 4α ; u4 = 5αCal
uler la longueur de l'ar
 de 
ourbe lorsque α varie de 0 à b, ave
 b 6 1.SolutionsLe long de la 
ourbe 
onsidérée, on a :d u1 = −3 sinα dα ; d u2 = 3 
osα dα ; d u3 = 4 dα ; d u4 = 5 dαL'élément linéaire a pour expression :d s2 = gij dui duj = (9 sin2 α + 9 
os2 α+ 16− 25) dα2 = 0Par 
onséquent, la longueur de l'ar
 de 
ourbe est nulle :

∫ b

0

√

gij d ui d uj = 0Exer
i
e 6.5Une géodésique sera de longueur nulle si l'on a : gij d ui duj = 0 en tout point dela géodésique.1. Établir l'équation des géodésiques de longueur nulle lorsque les 
omposantes
gij du tenseur fondamental sont des 
onstantes.2. Dans le 
as de la Relativité Restreinte, on a :

g11 = g22 = g33 = −g44 = 1 ; gij = 0 si i 6= jDéterminer l'équation des géodésiques de longueur nulle et la surfa
e engendréepar 
elles-
i. 201



Solutions1. Lorsque les gij sont des 
onstantes, les symboles de Christo�el Γi
k
j sont tousnuls. L'équation des géodésiques se réduit à :d2 uidα2

= 0dont la solution générale est : ui = Ai α+Bi. La 
ondition de nullité de longueurde la géodésique : gij dui duj = 0, nous donne : gij Ai Aj = 0 ; éliminons les
oe�
ients Ai de 
ette équation ; il vient :
gij (u

i − Bi) (uj − Bj) = 0C'est l'équation des géodésiques de longueur nulle.2. Dans le 
as de la Relativité Restreinte, l'équation des géodésiques devient :
(u1 − u1

0)
2 + (u2 − u2

0)
2 + (u3 − u3

0)
2 − (u4 − u4

0)
2 = 0C'est l'équation d'un hyperbole ou "
�ne de lumière" de la Relativité Re-streinte. Les régions du "futur absolu" et du "passé absolu" se trouvent re-spe
tivement dans l'une ou l'autre des deux nappes du 
�ne.Exer
i
e 6.6Le tenseur de Ri

i Ris est donné par la formule (6.137), soit :

Ris = Ri
k
ks = ∂k Γi

k
s − ∂s Γi

k
k + Γi

l
s Γk

k
l − Γi

l
k Γs

k
lOn se propose de déterminer les valeurs des Ris pour la métrique suivante :

g11 = 1 ; g22 = 2 x1 ; g33 = 2 x2 ; gij = 0 si i 6= j1. Cal
uler les symboles de Christo�el de deuxième espè
e.2. Cal
uler les 
omposantes mixtes Ri
k
rs du tenseur de Riemann-Christo�el.3. Cal
uler les 
omposantes 
ovariantes du tenseur de Riemann-Christo�el.4. É
rire l'expression des 
omposantes 
ovariantes Ris du tenseur de Ri

i enfon
tion des 
omposantes 
ovariantes du tenseur de Riemann-Christo�el et
al
uler les Ris.5. Cal
uler la 
ourbure s
alaire ou 
ourbure de Ri

i.Solutions1. Le 
al
ul des symboles de Christo�el de deuxième espè
e peut se faire enutilisant les formules de l'exer
i
e (5.4), à savoir :
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Γi
i
j = Γj

i
i = (1/2) ∂j ln|gii|

Γj
i
j = −(1/2 gii) ∂i gjj ; ave
i 6= jTous les autres symboles Γj

i
k sont nuls.On obtient :

Γ2
1
2 = −1 ; Γ1

2
2 = Γ2

2
1 =

1

2 x1
; Γ3

2
3 =

1

2 x1
; Γ2

3
3 = Γ3

3
2 =

1

2 x22. La formule (6.100) donne l'expression des 
omposantes mixtes Ri
l
jk dutenseur de Riemann-Christo�el, soit :

Ri
l
jk = ∂j Γi

l
k − ∂k Γi

l
j + Γi

r
k Γj

l
r − Γi

r
j Γk

l
rOn obtient :

R2
1
12 =

1

2 x1
; R3

1
13 = 0 ; R3

2
23 = − 1

4 x1 x2

R2
1
13 = 0 ; R1

2
23 = 0 ; R1

3
32 =

1

4 x1 x23. Les 
omposantes 
ovariantes du tenseur de Riemann-Christo�el sont donnéespar la formule (6.101), soit :
Rijrs = gjk Ri

k
rsDe nombreuses valeurs se déduisent les unes des autres à parir des propriétésde symétrie ( (6.113), (6.114) et (6.115)). On obtient :

R2112 = g11R2
1
12 =

1

2 x1
= −R2121 = R1221

R3223 = g22R3
2
23 = − 1

2 x2
= R2332

R1332 = g33R1
3
32 =

1

2 x1
= R31234. Les 
omposantes du tenseur de Ri

i s'é
rivent :

Rij = g11R1ij1 + g22R2ij2 + g33R3ij3et les 
omposantes 
ontravariantes du tenseur fondamental sont données par :
g11 = 1 ; g22 =

1

2 x1
; g33 =

1

2 x2203



d'où :
R11 = g22R2112 =

1

4 (x1)2

R22 = g11R1221 + g33R2332 =
1

2 x1
− 1

4 (x2)2

R33 = g22R2332 = − 1

4 x1 x25. La 
ourbure s
alaire ou 
ourbure de Ri

i est dé�nie par :
R = Ri

i = gij Rijd'où :
R = g11R11 + g22R22 + g33R33 =

2 (x2)2 − x1

(2 x1 x2)2
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